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本 书 是 线性 代数 和 古典 几何 学 的 一 本 入 门 教材 .作者 将 这 两 门 学 
科 的 内 容 有 机 地 融合 在 一 起 ,除了 介绍 线性 代数 、 双 线性 代数 的 基础 知 
识 外 ,深入 讨论 了 Jordan 标准 形 及 其 应 用 , 也 涉及 诸如 Hilbert 空间 理 
论 中 的 一 些 内 容 . 本 书 还 包 插 了 古典 几何 学 , 即 仿 射 和 欧 氏 几何 以 及 射 
影 几何 ， 也 介绍 了 按照 Klein 的 观点 所 导出 的 两 种 非 欧 几何 . 

本 书 选 材 丰富 、 表 述 精练 ， 不 仅 可 以 作为 教师 讲授 此 类 诛 程 的 参 
考 ， 也 极 适 合 于 读者 目 学 . 

本 书 可 作为 大 学 、 尤 其 是 师范 院 校 数 学 系 的 基础 教材 ,也 可 供 数 学 
工作 者 参考 . 

Originally published in German under the title: 


Lineare Algebra und Geometrie Copyright (c)Springer-Ver- 
lag Berlin Heidelberg 1984, 1990, 1992 All Rights Reserved 


译 者 的 话 


数学 分 析 、 高 等 代数 和 解析 几何 是 高 等 院 校 数学 专业 最 主 
要 的 三 门 基 础 课程 . 随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 ， 多 年 来 人 们 一 
下 致力 于 这 些 课程 的 更 新 和 改造 . 这 三 门 课程 的 内 容 彼 此 有 机 
地 交叉 联系 着 . 例如 ， 从 本 质 上 看 ， 解 析 几 何 中 的 二 次 曲线 、 
二 次 曲面 的 分 类 与 线性 代数 中 的 二 次 型 的 分 类 可 以 说 是 一 回 
事 . 人 们 一 直 布 望 能 将 这 两 门 课程 的 内 容 有 机 地 融合 起 来 . 

Klingenberg 的 “线性 代数 与 几何 ”一 书 就 是 沿 着 这 条 思 
路 所 作出 的 一 种 尝试 . 将 此 书 从 德 文 译 成 中 文 的 目的 就 是 癌 国 
内 读者 介绍 这 种 改革 的 思路 ， 读 者 可 以 从 中 得 到 一 些 局 发 . 

19 址 纪 数 学 的 重大 成 果 之 一 是 射影 几何 的 发 展 及 非 欧 几 
何 的 发 现 . 这 是 数学 中 的 瑰宝 . 然而 近年 来 无 论 在 国内 还 是 
在 国外 ， 这 一 学 科 的 内 容 渐 渐 地 从 大 学 的 课程 中 消退 除了 
少数 师范 院 校 外 ， 一 般 忆 不 再 癌 大 学 生 讲 授 这 方面 的 内 容 . 
Klingenberg 的 书本 着 删 繁 就 简 、 保 存 精 华 的 精神 对 这 些 内 容 
按 近 代 的 观点 加 以 处 理 后 介绍 给 读者 . 本 书 的 内 容 也 不 单纯 地 
限于 经 典 的 线性 代数 和 几何 学 ， 也 涉及 了 诸如 Hilbert 空间 理 
论 等 重要 内 容 ， 因 此 这 本 书 是 有 相当 的 参考 价值 的 . 

本 书 是 根据 《 Lineare Algebra und Geometrie 》 的 第 
三 版 译 出 的 . 在 翻译 的 过 程 中 ,作者 又 对 第 三 版 作 了 不 少 的 修 
改 ， 译 文中 也 作 了 相应 的 修改 . 
本 书 的 作者 Wilhelm Klingenberg 教授 是 一 位 国际 车 名 
的 、 享 有 很 高 声誉 的 微分 几何 学 家 . 译 者 之 一 有 幸 在 他 所 领导 
的 德国 波恩 大 学 几何 组 工作 过 两 年 . 在 此 期 间 , 译 者 在 学 术 、 
生活 等 方面 曾 得 到 Klingenberg 教 授 极 大 的 帮助 . 如 果 这 本 书 
能 对 国内 读者 有 所 帮助 的 话 , 那 也 就 是 译 者 对 lingenberg 教 
授 的 一 种 很 好 的 回报 . 


译 者 ” 沈 纯 理 ， 郑 宇 
1998 年 7 月 于 华东 师范 大 学 


第 三 版 前 言 


怀 着 自豪 和 愉快 的 心情 ， 我 可 以 预告 这 本 书 的 第 三 版 即 
将 出 版 . 下 述 观 念 常 能 得 以 证 实 : 线性 代数 并 不 单纯 以 其 自身 
为 目的 , 而 是 作为 分 析 的 基本 辅助 工具 , 而 且 首 先是 为 了 几何 
学 而 提出 的 . 


我 已 经 改正 了 少量 我 所 发 现 的 印刷 错 讽 ， 


站 ，， 
} f 


相 林 ， 1992 年 5 月 威廉 , 克 林 栅 贝尔 格 


第 二 版 型 言 


新 版 在 三 个 方面 有 所 改善 . 首先 修正 了 一 些 错误 , 并 使 有 
些 证 明 更 一 目 了 然 . 我 的 学 生 们 给 了 我 帮助 ， 依 乱 了 人 他们， 我 
在 三 个 学 期 的 授课 和 讨论 班 中 讲授 了 这 些 材 料 . 进而 , 现在 在 
每 一 章 的 最 后 可 以 找到 习题 Hans-Bert Rademacher 对 此 
给 了 我 以 支持 . 最 后 ， 这 本 书 是 由 Barbara Strahl 以 全 新 的 
方式 用 LEA 方法 排版 的 一 一 我 认为 这 是 一 个 很 大 的 进展 . 
她 做 了 这 些 ,并 提出 了 一 些 批 评 性 的 意见 ， 并 使 许多 材料 显得 
层次 分 明 . 于 是 我 可 以 希望 我 的 这 本 最 近 的 数学 教科 书 会 再 一 
次 及 到 重视 . 


波恩 ， 1989 年 9 月 威廉 : 克 林 根 贝尔 格 


第 一 和 版 型 言 


放 在 面前 的 这 本 书 是 从 我 在 Gottingen, Mainz 和 Bonn 
多 次 讲 过 的 课程 中 形成 的 ， Mainz 的 讲义 是 1963/64 年 由 K. 
H. Bartsch, K. Steffen 和 P. Klein 整 理 写成 的 . 了. Klein 
写 出 了 代数 部 分 的 一 个 扩充 的 文本 ， 于 1971/73 年 联名 在 文 
献 研究 所 出 版 . 几何 部 分 的 出 版 计划 没有 实现 . 


随 着 我 教学 工作 终点 的 临近 ， 我 现在 提交 一 个 完整 的 文 
本 , 我 把 它 理解 成 “解析 几何 ”. 这 个 文本 以 完全 一 般 的 形式 将 
下 列 内 容 放 在 一 起 : 线性 和 双 线 性 代数 ,但 也 包括 古典 几何 ， 
即 仿 射 和 欧 氏 几何 以 及 射影 几何 和 据 此 按照 Felix 上 lein 的 观 
上 尽 了 所 导出 的 两 种 非 欧 几何 . 


由 于 古典 几何 的 范围 很 请 ， 我 在 讲课 中 目 然 只 能 展现 其 
基础 部 分 . 而 且 即 使 对 基础 部 分 我 也 只 能 讲 到 欧 氏 几何 ， 没 
有 一 次 能 讲 到 射影 几何 . 但 无 论 如 何 我 能 清楚 地 做 到 ， 只 要 将 
以 前 所 发 展 的 线性 和 双 线 性 代数 处 置 成 它们 今日 的 形态 , 就 能 
让 大 量 的 古典 材料 成 为 一 目 了 然 和 容易 理解 . 

现在 我 们 在 这 本 书 中 写 得 很 多 , 这 些 内 容 在 两 个 学 期 中 并 
不 能 全 被 讲 完 . 通过 自学 或 在 第 三 学 期 的 讨论 班 的 范围 和 内， 学 
生 能 熟悉 在 今天 已 被 强烈 地 忽视 了 的 古典 几何 . 对 此 他 不 需要 
费力 地 与 以 前 一 代 的 那 种 陈旧 的 、 宛 长 的 文风 打交道 . 他 在 这 
里 能 找到 下 述 许多 内 容 ， 例如 三 角形 的 接触 圆 .圆锥 曲线 .二 
次 曲面 .Dandelin 球 面 . 仿 射 和 射影 几何 的 基本 定理 、 非 欧 
几何 的 共 形 模型 .Chftiord 曲面 ， 直 至 像 Morley 定理 那样 的 
珍品 ,而 且 集 所 有 这 些 于 一 卷 的 内 容 乃 是 人 们 从 ( 双 ) 线性 代 
数 中 所 必需 知道 的 . | 

从 一 开始 , 这 些 材 料 砚 按照 随后 所 需要 的 一 般 性 而 锌 展现 
出 来 . 我 已 经 放弃 了 教学 预备 阶段 及 动机 说 明 . 对 此 我 确信 : 


1 。 


一 个 好 事物 的 本 和 喘 也 说 明了 它 目 己 . 一 个 还 过 得 去 的 学 生 对 接 
受 一 些 “ 抽 象 的 定义 并 不 会 感到 困难 : 当 他 在 课程 的 进程 和 
应 用 中 看 到 被 导入 的 概念 是 如 此 地 有 用 和 十 分 重要 , 因而 他 也 
会 束 悉 和 学 习 它 们 ， 并 用 它们 来 处 理 问 题 ， 


于 是 在 整 本 书 的 一 开始 就 介绍 群 ， 作 为 由 自身 双 射 所 得 
到 的 一 种 结构 ， 群 的 出 现 是 完全 自然 的 对 向 量 空间 ， 首 先 没 
有 限制 维 数 是 有 限 的 , 因为 函数 空间 乃 是 向 量 空间 的 最 重要 的 
例子 . 随后 可 以 清楚 地 看 到 ， 放 弃 维 数 的 有 限 性 能 通过 一 个 附 
加 结构 而 在 相当 大 的 程度 上 得 到 补偿 ， 对 Hilbert 空间， 这 种 
结构 甚至 是 完备 的 . 

对 复 的 及 实 的 情形 的 Jordan 标 准 型 是 用 初等 的 方式 来 导 
出 的 . 我 们 用 它 来 解 常 系数 线性 微分 方程 组 ， 且 描述 了 对 零 解 
是 稳定 的 这 类 方程 组 


严格 地 说 ， 几 何 部 分 是 从 第 7 章 开 始 的 . 首先 在 一 般 的 向 
量 空 间 上 考虑 仿 射 空间 和 射影 空间 . 我 们 将 二 次 型 予以 分 类 
并 证 明 ， 在 实数 情形 下 ， 余 维 数 为 1 的 二 次 型 是 刚性 的 . 仿 射 
和 射影 几何 的 主要 定理 (可 用 它 来 特征 一 般 的 直射 变换 ) 将 通 
过 Vv. Staudt 关于 将 射影 直线 上 的 调和 四 点 列 仍 变换 成 调和 
四 点 列 的 双 射 的 特征 的 定理 而 得 到 补充 . 随后 ， 交 比 将 在 非 欧 
几何 中 起 看 重要 的 作用 . 
在 欧 氏 网 量 空间 上 的 仿 射 空间 给 出 了 欧 氏 几何 ; 在 它 的 
射影 空间 上 导致 了 椭圆 几何 . 当 作 为 基础 的 回 量 空间 带 有 一 
个 Lorentz 度量 时 ， 我 们 得 到 了 双 曲 几何 . 共 形 模型 和 三 角 学 
的 基本 公式 可 航 导 出 对 于 平面 儿 何 的 运动 群 ， 复 数 是 重要 
的 ， 而 对 于 空间 几何 的 运动 群 ， 四 元 数 是 重要 的 . 

关于 内 容 的 进一步 的 细节 ， 可 参 疯 下 面 的 内 容 目 录 及 索 
引 | . 


最 后 我 还 想 强 调 一 次 ， 我 更 多 地 希望 这 本 书 仅 仅 作为 一 


‘1V 


本 线性 代数 的 进一步 的 .而且 还 是 相当 完整 的 教科 书 . 此 外 ， 
学 生 一 一 这 里 特别 是 指 未 来 的 教师 应 当 熟 悉 十 典 几 
何 . 这 是 我 们 欧洲 文化 的 一 个 巨大 的 成 束 . 在 年 轻 一 代 的 头脑 
中 ,古典 几何 被 人 讲 成 已 经 消亡 了 . 对 此 我 想 保 存 古 典 几何 . 
我 的 助手 们 已 帮 我 读 了 校 样 . 有 些 错误 在 整个 工作 临近 
结尾 时 被 我 的 同事 A. M. Pastore 发 现 . Christine Sacher 
打印 了 手稿 ,这 是 一 件 艰 吉 的 工作 . 他 们 理应 得 到 我 的 感谢 . 


波恩 ， 1983 年 11 月 威廉 克 林 根 贝尔 格 
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1.1 


我 们 考察 集合 4, B, C, .…. 对 于 集合 ， 我 们 不 去 讨论 其 
形式 化 的 叙述 ， 只 是 把 集合 4 看 成 将 对 象 z, y，z,，… 收集 在 
一 起 . 对 我 们 来 说 ， 这 样 的 叙述 应 该 已 经 是 足够 的 了 . 集合 中 
的 对 象 z 称 为 元 素 ， 我 们 把 z 属于 集合 4 记 为 ze4. 有 时 我 们 
也 把 集合 4 写成 形 如 {z,y,z,…}, 即 我 们 将 4 中 的 元 素 许 尽 地 
列 区 出 来 . 

我 们 称 集合 4 是 集合 妃 的 一 个 子 集 ， 是 指 4 中 每 个 元 素 z 
也 是 8B 中 的 元 素 ， 记 成 ‘AC B. 当 4C 刀 时 ， 则 用 BN\4 表 示 
由 z € B, 但 z 4 4 的 元 素 z 所 构成 的 集合 . 

把 空 集 记 为 6 是 有 用 处 的 ， 它 是 一 个 没有 元 素 的 集合 . 

定义 1.1.1 设 4 和 B 是 两 个 集合 。 映 册 f:4 一 B 是 一 
种 规则 ， 它 把 每 一 个 z € 4 恰好 对 应 于 一 个 ye B. 我 们 将 这 
个 y 表 示 成 f(z), 或 者 简单 地 记 为 fz, 且 称 它 为 Zz 的 象 . 如 果 
fz =y, 则 称 z 为 y 的 原 象 . 

例 1.1.2 1. 设 4=NN = 目 然 数 集合 {0,1,2,…:}+， 设 
m 是 一 个 固定 的 自然 数 ， 用 “规则 f(z) = mz 给 出 了 一 个 映射 
ff:NoN. 

2. 称 ljd4:4 一 4 zz 为 从 4 到 4 上 的 恒 同 映射 . 
例 1.1.3 设 1:4 一 B 是 一 个 映 冉 . 
1. 如 果 f(4) = {f(z);z Ee 4} = B, 则 称 f 为 满 射 . 
2.. 如果 对 A 中 所 有 的 偶 (z,z)， 从 f(z) = f(z') 能 推出 
z= 二 2, 则 称 为 单 射 . 
3. 如 果 上 同时 是 满 射 和 单 射 ， 则 称 /为 双 射 . 


命题 1.1.4 如 果 f:A4 一 B 是 双 射 ， 则 存在 所 谓 的 逆 映 
冒 f:B 一 A: 当 y= f(z) 时 , 令 f°'(y)=z. 广 也 是 双 射 . 

证 明 : 因为 /是 满 射 ， 所 以 对 每 个 ye B, 存在 ze 4 使 得 
f(z) =y. 又 因为 /是 单 射 ， 所 以 对 ye B, 仅 存 在 唯一 的 z, 使 
得 f(z) =y. 因而 f-! 是 一 个 映射 剩 下 部 分 是 显然 的 . 口 

例 1.1.5 1. 1.1.2 中 的 映射 f:N 一 N 对 每 个 mm > 0 
均 为 单 射 ， 这 是 因为 由 mmz = mz' 可 推出 mm(z - z') = 0, 于 是 
rz 一 Zz 二 0. 但 是 对 m > 1，j 不 是 满 射 . 

2. 设 Z 是 所 有 整数 的 集合 {0, 土 1, 土 2,…}. 映射 


2， 对 z>0 


f:2— N: TD 
一 和， 对 z<0 


是 满 射 ， 但 不 是 单 射 ， 因 为 对 所 有 z, 有 f(-z) = f(z). 
3. 设 Q 是 有 理 数 集合 (0, 士 5iP,4 <N =NN\{0} 上 读者 可 


可 用 zy g(f(z)) 构 造 出 一 个 映射 go f. 称 goff: 4A C 为 和 
g 的 复合 . 

汪 : 对 于 ff 和 g 的 复合 , 请 注意 其 次 序 是 gof, 而 不 是 fog. 
这 种 记 法 的 缘由 是 我 们 已 约定 记 f(z) 而 不 是 zx(7). 

命题 1.1.7 设 


ABDBSCSAD 
是 一 些 映射 . 于 是 成 立 


ho(gof)= (hog)of, 


因而 我 们 就 将 它 简 记 为 hogof. 
十 朋 |: 利用 复合 的 定义 : 


(hol(go f))(z) = h(g(f (7))) 
= (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(z). 


是 
命题 1.1.8 如果 f:A4 一 B 和 g:B 一 C 是 
满 射 满 射 
单 射 ，， 则 gof 也 是 《4 单 射 . 
双 射 双 射 
证 明 :; 设 / 和 9 是 单 射 ， 由 (foog)(z) = (fog)(z') 可 得 出 


g(z) = g(7z'), 于 是 ZX =x". 
设 /和 9 是 满 射 . 因为 f(4) = B, g(B) = C, 于 是 我 们 有 
(gof)(A)=C. 口 
例 1.1.9 在 1.1.4 中 我 们 已 指出 , 对 每 一 个 双 射 f :4 一 
B, 存在 看 逆 上 映射 1 :B 一 4. 于 是 有 


f 'of= 1d4; fof := idsps. 


下 列 命 题 提供 了 反 过 来 的 事实 . 

命题 1.1.10 设 1:A4-B,g:B -A 为 映射， 且 
fo9 = 1dsp. 于 是 /是 满 射 ， 9 是 单 射 . 

证 明 : 把 ye€ B 写 成 f(g(y)) = y, 于 是 /为 满 射 ， 由 9(y) = 
g(y ) 可 得 出 y= f(g(y)) = f(g(y)) = y, 于 是 9 为 单 射 . 口 

系 1.1.11  j/ :4 一 瑟 为 双 射 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 
g:B 一 4, 使 得 fog= idp,gof= 1ds, 且 有 9g= f-1. 图 
设 / :4 一 号 是 双 射 于 是 (f-1:)-!=f. 


. 3. 


征明: 由 1.1.9 及 ( 广 ) 一 的 定义 知道 


f of=f 0o(f 7 ) = ida; 
fof "=(f 7) of = idsp. 


应 用 1.1.11 后 即 得 . 口 


1.2 群 


现在 我 们 来 看 具有 附加 结构 的 集合 的 第 一 个 ， 而 且 同 时 
又 是 很 重要 的 例子 . 在 定义 中 我 们 将 用 到 由 两 个 集合 A4 和 BB 所 
定义 的 所 谓 乘 积 集 合 4 x B. 它 是 偶 (z,y) 的 集合 ， 其 中 ze€E A 


群 G 是 一 个 具有 连接 关系 


(rxXG—0G 


的 集合 (我 们 同样 地 用 G 来 表示 )， 它 满足 下 列 的 所 谓 群 的 公 
理 ; 
1. 对 G 中 所 有 的 z, y, z, 成 立 结 合 律 


(z :9) z=7. (yz). 


2. 存在 一 个 所 谓 中 性 元 ee G, 使 得 对 所 有 ze G, 有 


称 y 为 z 的 左 逆 元 . 

例 1.2.2 设 和 MM 是 一 个 任意 的 集合 。 双 射 的 集合 Sm 或 
Perm M (也 被 称 为 置换 ) 构 成 一 个 群 ， 这 时 我 们 已 选用 复合 
gof 作 为 其 连接 关系 f.g (参见 1.1.6). 事实 上 ， 由 1.1.7 可 知 
结合 律 成 立 ， idw 是 中 性 元 ， 且 按照 1.1.9, 广 ! 是 左 逆 元 . 

例 1.2.3 如 果 对 所 有 (z,y) e GxG, 成立 z.y=y:z, 则 
称 G 是 Abel 群 或 交换 群 . 

在 这 种 情形 下 ， 我 们 常 把 z.y 写 成 z 十 vy. 

例 1.2.4 1. 整数 集合 Z 在 络 合 关系 (xz,y) 局 7z 十 y 下 成 
为 一 个 Abel 群 . 0 是 中 性 元 ， -z 是 z 的 左 逆 元 . 

2. 非 零 有 理 数 集合 Q* = Q\{0} 在 结合 关系 (2z,y) 政 7:y 
下 成 为 一 个 Abel 群 . ”1 是 中 性 元 ， 二 是 左 逆 元 . 


3. 三 个 元 素 的 置换 群 53 = S{1,2,3} 不 是 Abel 群 .可 以 
证 明 ， 例 如， 置换 


{tr22m1l3r3 和 tl2r33ry2} 


是 不 交换 的 . 

命题 1.2.5 1. 在 群 G 中 只 存在 唯一 的 中 性 元 . 

2. 在 群 GC 中 ,对 zeG, 只 存在 唯一 的 左 逆 元 y, 且 它 亦 为 
右 凶 元 ， 即 z.y=e. 

汪 : 对 于 z 的 唯一 确定 的 右 和 左 逆 元 y, 我 们 也 写成 z 一 或 
( 当 G 是 Abel 群 ， 且 用 + 表示 连接 关系 时 ) 写成 -zx. 我 们 也 把 
Z 十 (-2) 与 成 z 一 4. 

证 明 : 对 1.: 设 e, e 是 G 中 的 中 性 元 ， 于 是 e=e:e' = e/. 

对 2.: 设 yz=e. 于 是 yz:y=e:y = 议 z 古 的 左 迎 
元 . 应 用 纤 合 律 后 ， 我 们 发 现 z.y=z:y:z:y=z:y=e. 最 后 
可 从 yz= 凡 .z 得 出 yz:y=Y zy 于 是 y = 人 口 


系 1.2.6 (zx) =7z; (7:Yy) = 


"9: 


分 别称 上 和 Ro 为 (用 元 素 g €E G 所 得 的 ) 左 和 右 平移 . 
命题 1.2.8 Ly 和 Ro 是 双 射 . Lj! = Li; Rj! = Rei. 
全 明 : 由 Loz = Loz', 即 g:z=g:z', 可 得 出 z= z', 于 是 
Ls 为 单 射 对 ye G， 元 素 z ==g-! 满足 Zoz = y, 即 L 是 满 
射 . 

L-i1o0L,z=g ':g:z=7, 即 L,-10oL, = ldc. 同样 可 得 
LyoL,-1 = Id 一 ， 再 运用 1.1.11. 

对 Ro, 可 类 似 地 证 明 . 口 

定义 1.2.9 G 中 的 一 个 子 群 U 是 G 的 这 样 的 一 部 分 : 当 
把 G 的 连接 关系 限制 在 UVU 上 时 ， 它 成 为 一 个 群 : 

入: 子 群 U 不 能 是 一 个 空 集 ， 这 是 因为 U 必须 含有 一 个 中 
性 元 . 当 e 是 G 的 中 性 元 时 ， 集 合 {e} 无 疑 地 始终 构成 了 G 的 
一 个 子 群 

定理 1.2.10 ”( 子 群 判 据 ) 群 G 的 一 个 非 空 部 分 U0 是 
G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 满足 下 列 两 个 条 件 之 一 : 

1. (xz,y}eEUxU=>z7r:.y'€U, 

2. (T,y)EUxU=>r:yEU 和 vy * EU. 

征明 : 设 U 是 G 的 子 群 . 设 @ 是 U 中 的 中 性 元 , 于 是 @, = 
er er er 二 名 e 三 e. 因而 1. 和 2. 都 成 立 ， 且 世 关 小. 

现在 反 过 来 ， 设 UC G, U 了 0 使 得 1. 成 立 ， 于 是 (y,y) E€ 


y-! EU. 同样 ， 由 (zx,y) EU xU 又 可 得 zx:(y- 1)-1!=z:y€EU. 
结合 律 对 U 中 的 元 素 是 成 立 的 ,， 因为 它 对 G 中 的 所有 元 素 都 成 


— 


YY.. 


最 后 设 VUCG, Uz#08, 且 2. 成 立 ， 由 y EU, 同样 又 得 到 
y ! EU, 但 由 (z,y) EU xU, 又 可 得 到 z.y-'eU, 因而 ，1. 
: 口 


.4 1. 考虑 1.2.4 中 的 整数 加 法 群 2Z， 对 每 个 整 
合 m2Z = {mz;zxz € Z} 是 一 个 子 群 .这 时 ， 1.2.10 中 
的 判 据 2. 是 满足 的 : 利用 zx = mz, y = my, 可 得 到 zx’ 十 y = 
m(z+y) EmZA 和 yy = m(-y) € m2Z. 

2. 设 G= Perm M 是 1.2.2 中 的 置换 群 . 选取 ze AM. 使 
z 不 动 的 置换 的 集合 Gs 是 G 的 一 个 子 群 .这 是 因为 如 果 f 和 yg 
在 G 之 中 , 且 f(z) = z, g(z) =z, 则 有 gof(z) =z 和 f-!1(z) =z. 


1.3 群 态 身 


在 1.2 中 我 们 已 经 对 一 个 集合 考虑 了 一 种 附加 结构 ， 即 群 
结构 . 对 于 具有 附加 结构 的 集合 的 类 , 讨论 任意 的 映射 并 不 是 
适宜 的 ， 一般 地 说 ， 这 样 会 破坏 所 给 定 的 结构 ,应 该 去 讨论 保 
持 结 构 的 映射 ， 对 此 我 们 运用 “人 态 射 ”这 样 一 个 词 . 在 其 它 文 
献 中 ， 也 常用 “ 同 态 一 词 来 代 着 它 ， 对 此 ， 如 何 理 解 才 是 准 
确 的 ， 将 在 本 书 的 进程 中 阐明 . 这里， 首先 考虑 群 的 类 . 

定义 1.3.1 设 G 和 G' 是 群 。 所谓 群 态 射 或 简短 地 称 为 
态 射 ， 是 指 映 射 f : G 一 G', 使 得 对 所 有 zx, yeEG, 有 f(x:y)= 
f (x). f(y). 

例 1.3.2 1. 设 G 是 一 个 群 。， SG 是 集合 G 的 置换 群 ， 
于 是 映射 


Rh:G=— So, gk, 


了 一: G 一 9c， gL 


也 有 同样 的 结论 . 
事实 上 ， 对 zx€G,， 


Ryg'(7)= 7.g:g9 = Ro'(z.9)= Ry o Ro(7) 
= R(g)R(g )(7), 


可 参见 1.2.2. 对 研一 有 相应 的 论述 . 

2. 考察 2 的 子 群 mZ,， 见 1.2.11. 映 冉 TEZ mz EmzZ 
是 一 个 态 射 . 

命题 1.3.3 设 G 和 G' 分 别 是 具有 中 性 元 e 和 e 的 群 . 
现在 考察 一 个 态 射 f.， 则 对 所 有 xz € G, 我 们 有 f(e) = e 和 
flz- )= f(r) . 

证 明 : f(e) = fl(e:e) = fl(e):f(e)， 左 夹 f(e) 后 吏 得 到 
e = je) 

第 二 个 结论 得 自 1.2.5.2, 这 是 因为 F(z 一 ).Fz) = zz) 
= f(e)=e.. Uj 

引 理 1.34.4 设 f:G 一 G' 是 一 个 态 峙 ，UVU' 是 G' 的 一 
子 群 . 于 是 -1(U') = {z € G;f(z)e U'} 是 G 的 一 个 子 群 U. 

征明 : 我 们 指出 ，1.2.10.2 对 U 是 满足 的 . 对 ee G, fle) = 
ee EU， 由 z 和 wy e U, 即 f(z) 和 f(y) e UV' 可 推出 f(z :y) = 
f(z). f(y)e U', 于 是 z.yeU. 又 因为 f(y-!)= f(y)-!1ev'( 见 
1.3.3), 有 vy-!eEU. 口 
.5 设 f:G 一 G' 是 一 个 态 射 . f 的 核 ker f 是 
集合 六 !fe] - = {z € G; f(z) = e'}. f 的 象 Im f 是 集合 f(G) = 
{fz' e G'; 存在 ze G 使 得 f(z) = zz 个. : 
.8. 


定理 1. 3.6 设 1:G 一 G 是 一 个 态 射 , 于 是 ker f 是 G 


知 Fn) 10 一 


现在 ， 态 射 的 复合 〈 见 1.1.6) 对 群 态 射 是 重要 的 ， 显 然 恒 
同上 映射 ldc : G 一 G 也 是 重要 的 态 射 : 

定理 1.3.7 设 f:G 一 G 和 f':G' 一 G”" 是 态 射 ， 则 
f'of:G 一 G” 也 是 一 个 态 射 . 

1 下 有 |: 

(fr of)(z:y)= fF (fz.y)) = fF (f(z): f(y)) 

= f (f(z)) :fF (f(y)) = (f of)(7):(f' of)(y). 
国 

下 面 的 命题 给 出 了 态 射 是 单 射 的 一 个 自然 的 特征 . 

命题 1.3.8 态 射 ff:G 一 G' 是 单 射 的 充 要 条 件 为 
ker f = {el. 

牌 明 : 因为 总 有 f(e) = e， 于 是 由 态 射 f 的 单 射 性 可 推 
出 ker f = 本 如 果 1 个 全 和 中 如 时 存在 Z 天 2 使 得 


于 ker f. 国 

定义 1.3.9 如 果 态 射 f:G 一 G' 是 一 个 双 射 ， 则 称 f 为 
同 构 ， 也 把 同 构 f:G 一 G 称 为 日 同 构 . 

命题 1.3.10 如 果 f:G 一 G' 为 同 构 ， 则 f-1:G’ 一 G 
也 是 一 个 同 构 . 

证 明 : 我 们 必须 证 明 : 广 (z .yy)= f(z 小 :f(y). 在 
G 中 确定 z 和 yy 使 得 f(x) = zx’', f(y) =y. 于 是 成 立 

f (rz) (yy) =r y =f (f(r)) 


= 六 (pz) f(y))= f(x.y). 


L 


例 1.3.11 1. G 的 自 同 构 的 集合 AutG 是 Perm G 的 一 
个 子 群 . 这 是 因为 当 f 和 g 属 于 AutG 时 , 由 1.3.7 知 gof € AutG， 
由 1.3.10 知 g-! e AutG. 于 是 1.2.10.2 满 足 . 

2. G= 及 是 实数 的 加 法 群 ，G' = R 是 大 于 0 的 实数 的 
来 法 群 . 于 是 用 f(z) = expz 可 给 出 一 个 从 及 到 R- 上 的 同 构 了 f. 

3. 设 G 是 一 个 群 ， 对 一 个 固定 的 ge G, 定义 is:G 一 G 
为 zFy gr .Z.d9. 

显然 有 is = RyoL-: = L,-ioR, EeE Perm G. 因为 
ig (TYy)=9g9 :7.:Yy:g=(g :7.9):(g .yg9) = ig(7):ig(y), 于 
是 i 是 一 个 上 自 同 构 ， 称 它 为 由 元 系 g€ G 所 确定 的 G 的 内 日 同 
构 . 

用 g 局 2 所 定义 的 映射 1: G 一 4uG 是 一 个 态 射 ， 即 
ig.g' 二 ig'ig. G 在 i 下 的 象 是 群 AutG 中 的 G 的 内 目 同 构 子 群 . 


1.4 等 价 关 系 和 商 群 


在 本 世 中 我 们 将 继续 介绍 群 论 的 基础 知识 . 
定义 1.4.1 集合 M 上 的 一 个 等 价 关 系 RR 或 ~ 是 指 
M x M 的 一 个 子 集 RR, 使 得 下 列 条 件 成 立 : 


1. 如 前 所 见 ， 全 是 “蕴含 ”的 缩 记 . 

2. 如 我 们 把 (z,y) € RR 换 写 成 z ~ y, 则 条 件 1., 2., 3. 可 
分 别 写成 
. 10 . 


(c) zZ 一 cmmZ 和 yy 一 zcEm2 一 2 一 2c7mmn2Z. 


显然 这 些 条 件 均 可 满足 . 
3. 设 f:M 一 M' 为 映射 . 在 MM 上 用 f(z) = f(y) 来 定义 


zr ~ y. 例 1 表 明 这 是 一 个 寺 价 关系. 
定义 1.4.3 设 M 是 一 个 具有 等 价 关 系 ~ 的 集合 .所谓 
关于 和 ~ 的 等 价 类 或 陪 集 是 指 一 个 子 集 M' C M, 使 得 z, y EM; 


壮 : T=Y 和 人 2 一 4 


例 1.4.4 我 们 来 确定 1 4.2 中 一 些 例子 的 陪 集 : 


指 M 的 一 个 子 集 族 已 - {4}, 使 得 
1. A YO, 
2. 当 Az#B 时 , ANMNB=0, 
3. Uaep A=M. 


这 襄 是 说 ， M 被 分 成 一 些 不 相交 的 非 空 集合 . 

定理 1.4.6 1. 在 M 上 的 一 个 等 价 关 系 入 确定 了 MM 的 
一 个 划分 已 = P(~). 划分 中 的 元 素 是 由 入 的 陪 集 z 给 出 的 . 

2. 有 反 过 来 说 ， M 的 一 个 划分 P 确 定 了 M 上 的 一 个 等 价 
关系 和 ~~=~p. x ~ y 是 用 下 列 条 件 来 确定 的 ，':z 和 yy 属于 PP 的 同 
一 个 元 系 4. 

3. 如 P= P(~), 则 有 ~P=~，, 而 且 如 和 ~=~p, 则 有 P(~) = 
P. 因而 M 上 的 等 价 关 系 以 唯一 的 方式 对 应 于 M 的 划分 . 

证 朋 : 对 1.: 显然 有 3 关 0 这 是 因为 zE 1z. 由 2Ny 关 0 
可 推出 z= y. 因为 z € zy 意味 省 x*~~z 和 z ~ y, 于 是 也 有 
rz ~ y. 最 后 ， z 属 于 zz. 

对 2.: 对 于 ~P, 成 立 看 ， z ~P z, 且 由 xz ~P y 可 推出 
y~PX. ZT~pYy 和 wy ~p z 意 味 痢 ， y 属 于 忆 中 的 一 个 集合 A, y 


现在 我 们 要 将 前 面 的 想法 应 用 到 群 及 其 子 群 上 去 . 


命题 1.4.7 设 U 是 群 G 的 子 群 . 在 G 上 利用 zxz.:y-*eU 
定义 关系 z ~U y. ~v 是 一 个 等 价 关 系 . 

征明: 显然 z ~u zx, 这 是 因为 z:z "=eE€EU.z~vuy, 即 
rz.y-! EU, 弟 售 y:z-! eV, 于 是 y~rz. 最 后 ， 传 递 性 也 成 


, 12. 


立 ， 这 是 因为 z+.vy-!1eEU 及 y.:z-1EU 纺 含 z:z-1€U. 口 
汪 : 关系 ~vu 的 陪 集 z 呈 形状 为 


z=U:.7= {7;u EU}. 


我 们 问 ， 是 否 能 在 陪 集 的 集合 上 利用 约定 2.:y= 0 
一 个 连接 关系 . 如 果 这 是 可 能 的 ， 则 必须 能 从 5 
准 册 了 y 二 x'.y， 也 就 是 说 ， 从 xz’':z ED 及 YY -1EU 必 
须 能 推出 xz’.y (zy) =2z :yy :zx EU 但 我 们 只 需 知 
道 z .xz-1.y .y-! EU.， 当然 如 G 是 交换 的 ， 那 么 它 


Z/ .1 01L .Zr 


因此 这 表明 ， 对 G 的 任意 子 群 U, 用 上 述 方式 不 可 能 在 陪 
集 上 定义 一 个 连接 关系 . 

于 是 ， 我 们 定义 

定义 1.4.8 称 G 的 一 个 子 群 U 是 正规 子 群 或 者 不 变 子 
群 ， 如 果 对 所 有 gE€ G 成 立 ，gUg "=U. 或 者 ， 利 用 1.3.11.3 
中 的 记号 : 对 所 有 gE€G, 有 igU =U. 

定理 1.4.9 设 UV 是 G 的 正规 子 群 。 则 在 关于 ~v 的 陪 集 
的 集合 C = G/U 上 用 连接 关系 z.y= zy 定义 了 一 个 群 结构 . 


L: 
一 和 ， 


例 1.4.10 考察 G=Z 和 U 二 mzZ, 见 1.2.11. 因为 G 是 
交换 的 ， 所 以 Z/mZ 是 一 个 群 。 按照 1.4.4.2, 我 们 能 把 Z/mz2 
的 元 素 写 成 形 如 0,1,.…,m 一 1. a+b = a 十 6. 在 a 十 6 中 我 们 
能 用 一 个 唯一 确定 的 元 素 ce {0,… ,m 一 1} 来 逢 代 a +b, 使 得 
=a+b, Be=at+bt+i zm. 

引 理 1.4.11  G = Z 的 每 一 个 子 群 U 关 {0} 形 如 mz， 
meENT. 

证 明 : 因为 U 关 {0}, 在 U0 中 存在 一 个 最 小 的 正 元 素 m. 注 
意 ， 如 7z EU, 则 也 有 一 zx E VU. 进而， m 十 … 十 m 二 km ( 求 


予以 证 明 ， 用 m 去 除 a, 并 得 到 余数 ， 这 提供 了 a 的 一 种 表示 
a 二 mg 二 +7?,0<r<m. 因为 a 和 一 mg 属于 UV, 于 是 =a 一 nd 
也 属于 UV, 故 由 mm 的 定义 知道 7 = 0. 口 
在 1.3.6 中 我 们 已 证 明了 ， 对 态 射 f :G 一 G'，ker f 是 一 
个 子 群 .现在 我 们 来 证 明 所 谓 群 的 第 一 同 态 定理 . 
定理 1.4.12 设 f:G 一 G' 是 一 个 态 射 . 于 是 ker /是 
G 的 正规 子 群 ， 且 G/ ker f 同 构 于 im f, 简 言 之 : 


G/ker fim f. 
证 明 : ker f 是 正规 的 ， 因 为 由 f(z) = e', 也 有 
f(g:z.g ')= f(g9): f(z): f(g )=e.. 
现在 定义 
§:imf—o»G/kerf; f(r) 3=(ker/f).z 


由 f(z) = f(z ) 可 推出 8 是 一 个 映射 . 事实 上 , f(z) = f(x” 
意味 着 Flz' .z-) = Flz) .Flz)- =e, 于 是 z .zie ker f, 即 


2Z/ 一 2. 
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是 单身 ,这 是 因为 如 (f(z)) = B(f(z)), 即 z 

纺 仿 zx'.7z-!€ ker f, 于 是 e' = f(x':7x ')= f(x) :f(z)-. 
因为 3 = B(f(z)), 所 以 理 是 满 射 . 口 
例 1.4.13 ”考察 态 射 


i:G— Perm G: 9 Fy Lo, 


这 里 ;是 自 同 构 {zeGrmoq.z:qg ecG 见 1.3.11.3，ker ;= 
{g € Gii = 1do}. 即 g € ker ;意味 着 对 所 有 zc G， 有 
g.:7T.g9-!= 二 zx. 称 G 的 正规 子 群 ker ;为 G 的 中 心 ， 由 1.4.12， 
G/ ker i 与 1m i1 同 构 . 


1.5 环 和 域 


在 导入 了 群 之 后 ， 我 们 现在 再 来 导入 一 个 具有 两 种 连接 
关系 的 集合 . 其 模型 为 具有 加 法 和 乘法 的 整数 2 及 有 理 数 Q. 
定义 1.5.1 所 谓 一 个 环 有 是 指 一 个 至 少 具 有 两 个 元 素 
的 集合 R, 在 其 上 定义 看 两 种 连接 关系 : 
1. 加 法 


(z,y) ERxXRO OI+YyER. 


2. 来 法 
(zr,y) ERxRo 7rYyER. 


对 此 ， 还 需 成 立 下 列 条 件 : 
1. 在 加 法 方面 ， RE 构 成 一 个 交换 群 。 记 这 个 群 的 中 性 元 
为 0, 且 称 它 为 零 元 . 
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2. 来 法 满足 托 合 律 : 
(zy)z = Z(Vz)， 对 所 有 Zz,y,z € RR. 


3. 在 已 中 存在 一 个 单位 元 ， 即 记 为 1 的 元 素 ， 使 得 对 所 
有 ZzER, 有 1z=271=2z. 


4. 所 谓 的 分 配 律 成 立 : 
z(V 十 z) 一 ZV 十 Tz;i (z+y)z= 722+ yz. 


当 集 合 R* = RR\{0} 关于 乘法 形成 一 个 群 ， 并 以 1 作为 中 性 元 
时 ， 则 也 将 这 个 环 五 称 为 域 . 

洗 : 注意 ， 我 们 并 没有 要 求 滋 法 的 交换 性 然而， 满足 这 
个 性 质 的 域 与 所 谓 非 交 换 域 一 样 , 在 我 们 的 论述 中 起 着 极 大 的 
作用 . 
例 1.5.2 1. 带 有 通常 加 法 和 和 飞 法 的 Z 是 一 个 环 ， 但 不 
是 域 , 这 是 因为 2 = 双 {0} 在 来 法 下 不 是 群 . 除了 元 素 {+1 一 ]} 
外 ， 2 中 没有 元 素 具 有 (乘法 ) 道 元 . 

2. 有 理 数 Q 在 通 币 连接 关系 下 构成 一 个 域 . 2 是 Q 的 子 
集 ， 显 然 Q 是 忆 的 最 小 “扩张 域 . 

3. 设 多 项 式 p(t) = ;a 让 中 的 aie2Z， 且 对 几乎 所 有 的 ;i 
( 即 所 有 的 i, 除了 有 限 多 个 例外 ), 有 a; = 0, 这 样 的 多 项 式 集合 
构成 一 个 环 , 但 不 是 域 . 加 法 和 乘法 是 用 通常 方式 来 定义 的 . 
同样 地 ， 系 数 ai; € Q 的 多 项 式 集合 Q 上 由 是 一 个 环 ， 但 不 是 域 . 


存在 着 Q 由 的 最 小 扩 域 ， 即 所 谓 有 理 函数 到 的 集合 , 这 里 p( 
和 q(t) C QL, H a(t) 0. 
4. 实数 集合 了 在 通常 连接 关系 下 构成 一 个 域 . 


5. 复数 集合 C 构 成 了 一 个 域 . C 的 元 素 具 有 形状 z = 
z 十 1y, 这 里 z 和 wy € R. 连接 关系 定义 为 


(z=Z 十 ly, z 一 z 十 1 ) 上 z 十 z =(z+7 )+1(y+y ), 
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(z， 2 ) > zz 一 (CD 一 VW ) 十 1(ZV 十 VZ ). 


元 素 0+10 是 零 元 ， 我 们 也 把 它 写 为 0. 元 素 1+10 是 单位 
元 ， 我 们 也 把 它 写 为 1. 我 们 也 把 0+11 换 写 为 ?7. 于 是 显然 有 
11 二 一 1. 容易 验证 它 满足 1.5.1 中环 的 公理 1. 至 4. 显然 C 是 
交换 的 .我 们 在 C 上 定义 映射 


zz 一 2 二 lyrz 一 2 一 17. 


称 为 z 的 共 斩 . 三 = z. 如 果 z =z+1y, 则 zz=z 二 多 .特别 
地 ， 当 z 关 0 时 ， zz 大 0. 对 每 个 z 头 0, 有 一 个 乘法 逆 元 ， 换 言 
之 ， z-!1=z(zz)-!1. 于 是 C 是 一 个 域 

命题 1.5.3 ”对 每 个 环 R, 下 述 计算 规则 成 立 : 


4. 1#0. 

9. 当 有 RR 是 域 时 ， 则 由 zy = 0 可 得 出 z = 0 或 y= 0. 

06. 设 届 为 域 ， 于 是 zz = 1 等 价 于 z= 1 或 xz = 一 1. 

1E 肯 : 对 1.: 0z+zz= (0+z)z = zz 和 和 2x0 二 zz = ,i040 一 


LLL. 


对 2.: 利用 1., 由 y+(-9 = 0 可 得 出 


对 4 除了 0 € R, 还 存在 R 中 的 一 个 元 zx 天 0 于 古 1lz = z， 
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对 0.: 显然 1.1=1. 由 2 可 得 (--1)(--1)= 一 (1(--1))= 
-(-H = 1. 反 过 来 ， 由 xz* 一 1= 0 可 得 出 (z 十 1)(z 一 1) = 0. 再 
应 用 9. 口 

例 1.5.4 如 果 我 们 用 玛 来 定义 乘法 元 . 纪 oe 
群 Zm = 2Z/m2 是 一 个 环 ， 见 1.4.10. 首先 我 们 来 证 明 = z' 
= 蕴含 到 = z'y. 事实 上 , 我 们 有 z=x'+am,y=y pm 
于 是 zy = x’y 十 m(ay 十 bz + abm). 

剩 下 要 去 验证 1.5.1 中环 的 公理 1. 至 4. 但 这 可 立即 得 自 
事实 2 是 一 个 环 . 

接 下 来 ， 我 们 来 叙述 整数 环 的 一 个 基本 的 结果 . 

定理 1.5.5 设 p2 和 9 是 正 整 数 ， 考察 Z 中 由 pZ 和 gZ 所 
生成 的 子 群 ， 其 所 有 元 素 形 如 pz + qy, 这 里 z,y € Z. 于 是 
这 是 形 如 >2Z 的 群 ， 这 里 > > 0 是 p 和 gq 的 最 大 公 因 子 ， 简 记 为 
一 GGT(p,q). 特别 地 ， 如 果 p 和 9 没有 公共 的 不 等 于 1 的 素 
因子 (于 是 称 p 和 g 互 素 ), 则 存在 Z 中 的 a 和 b, 使 得 pa 上 +9 = 1 

证 明 : 由 1.4.11, Z 的 每 个 关 {0} 的 子 群 形 如 72Z,r > 0. 于 
是 我 们 能 写 
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由 此 ， 特 别 地 有 p= ra, 9 = rb 于 是 > 是 pz 和 9 的 公 因 子 . 

之 ， 根 据 上 述 公 式 ， pz 和 9 的 每 个 公 因 子 也 是 > 的 因子 ， 于 
是 7 = GG (p,q). 口 

定理 1.5.6 设 m > 2 是 一 个 整数 .于 是 环 Z = Z/mZ 
成 为 一 个 域 的 充 要 条 件 是 mn 为 权 数 . 

人 证明: m 是 素数 意味 着 m 不 能 表 成 两 个 > 1 的 整数 的 习 积 
niTio. 

当 m 为 票数 时 ， 对 Zn 中 的 3 关 0, 存在 y, 使 得 3y=1. 这 
是 因为 由 1.5.5, +r = GGT(z,m) = 1 统合 了 存储 整数 a 和 y, 使 


得 ma 十 xy 二 1. 
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当 m 不 是 素数 时 ， 则 m= mim2z, 这 里 ml > 1 m2 > 1. 于 


1. 下 列 映 射 中 哪些 是 单 射 ， 哪 些 是 满 射 ? 
(aj f:Z— 2Z; zr 72, 

(b) gqg:o— 

(C)h:Z— 2Z; zr+2. 

2. 利用 完全 归纳 法 证 明 : 对 了 有 所 有 自然数 n> 1, 有 


1 +2 十 … 十 n= 


TH 27— 9, 


(A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB). 
4. 利用 完全 归纳 法 证 明 : 对 所 有 目 然 数 n > 1, 有 


7 


> (2 一 了) 一 7 


5. 设 G 是 一 个 群 ，e 是 它 的 中 性 元 ,对 所 有 a € G,， 有 
a.a 二 e. 证 明 ”G 是 交换 的 . (提示 : 利用 逆 元 的 唯一 性 及 


6. 设 MM 是 一 个 集合 NC M, 且 满足 N 关 0 记 
sw 和 Sw 分 别 为 M 和 NN 的 置换 群 我 们 让 每 个 f € SN 对 应 于 
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也 称 f 为 了 的 扩张 . 


(d) 证 明 : - 是 满 射 的 充 要 条 件 为 N = M. 

7. 考察 加 法 群 G = 2. 

(a) 确定 Z 的 所 有 子 群 U. (提示 : 如 果 U 取 {0}, 则 在 可 中 
存在 一 个 最 小 的 元 素 m > 0, 证 明 : U = mzZ.) 

(b) 确定 所 有 可 能 的 态 射 :2Z 一 2Z. 

8. 在 及 xxR 及 上 和 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 


(z,y) 二 (zy ) 三 (Z 十 ZV 十 Y)， 
(zy) (7',Y) =(zz — YY, ry 十 yz 小 


证 明 : 由 此 而 得 的 R x R 是 一 个 域 . 

9. 设 及 是 一 个 环 ， 系数 在 R 中 的 多 项 式 p(t) 是 一 个 形 如 
Qo 十 Qit 十 … 十 ant? 的 表达 式 ， 这 里 n> 0, ai € R. 如 果 an 关 0， 
则 称 % 为 p 的 阶 . 如 果 所 有 ai = 0, 则 令 p 的 阶 为 一 00. 

(a) 证 明 : 系数 在 RR 中 的 多 项 式 集合 RIE 形成 了 一 个 具有 
通常 连接 关系 的 环 . 


(b) 设 尺 是 一 个 域 . 用 R(t ) 记 有 理 函数 2 的 集合 ， 这 里 


p,9 € R, 且 4q 关 0. 证明， 尺 扩 是 一 个 具有 通 稼 连接 关系 的 
域 . (提示 所谓“ 通常 连 接 关 系 ” 是 指 在 计算 中 将 R(t) 的 元 
素 视 如 实数 一 般 . ) 

10. 在 习题 8 中 我 们 已 在 R xR 上 定义 了 一 个 域 的 结构 . 
利用 (zx,y) 命 z 十 ly, R xR 和 恒 同 于 复数 域 C. 考察 映射 ze 玉 一 
cosz 十 lsinz € C. 证 明 : 这 是 RR 的 加 法 群 到 C 的 乘法 群 C* 中 
的 一 个 态 射 ， 并 确定 其 核 . 
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在 第 一 章 中 我 们 已 经 导入 了 群 . 环 和 域 等 概念 , 现在 我 们 
来 导入 一 个 对 整个 解析 几何 学 有 看 根本 意义 的 概念 . 

定义 2.1.1 给 定 一 个 环 RR. 所 谓 一 个 R- 模 V (或 称 R 上 
的 模 V) 是 指 : VV 是 一 个 带 有 连接 关系 ‘+ 的 交换 群 ， 此 外 再 
定义 了 一 个 映射 (a,z) € RxV mazeY, 我 们 也 将 它 称 为 数 
量 a € RR 与 同 量 z eV 的 乘法 ， 它 们 应 该 满足 下 列 规则 对 五 
中 任意 的 a,a',V 中 任意 的 zx, zx 

1. (at+a')rz= az+ta'z, 


2. a(T++ 7 ) = oar + ar,, 


3. a(a'z) = (aa’)z, 


定义 az 为 (azi,:… ,azxn). 
3. 设 M 是 一 个 任意 的 集合 ，RY 是 所 有 映射 f:M 一 民 的 


集合 . 当 我 们 定义 (f+g)(p) 为 f(p) 十 g(p), (af)(Pp) 为 af (Pp) 后 ， 
尼 就 成 为 一 个 R- 模 . 注意 ， 例 2 也 属 此 列 ， 这 时 和 M 一 {1, | ,n}. 
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命题 2.1.3 对 一 个 RR- 模 V, 成立 看 下 列 的 规则 

1. 对 V 中 所 有 的 z, 有 0z = 0( 式 中 左边 的 0 是 及 中 的 0， 
右边 的 0 是 V 中 的 零 元 ). 

2. 对 所 有 xz ev, 有 (-Hz= 一 z 

3. 对 所 有 a € R, 有 a0=0. 

十 明 : 对 1.: z=1z=(1+0)z=1rz+0rz= 7+ 07x. 

对 2.: 运用 1., 我 们 有 0=0z= (i+(-1))z = 1z+(-1)z = 


类 似 于 1.2.9, 我 们 有 

定义 2.1.4 RR- 模 V 的 子 集 U 称 为 子 模 ， 如 果 UU 与 其 上 
所 亡 导 的 结构 一 起 构成 了 一 个 模 . 

与 1.2.10 相 对 照 的 是 

定理 2.1.5 ( 子 模 判 据 ) 设 U 是 R- 模 V 的 一 个 非 空子 
集 . U0U 是 子 模 的 充 要 条 件 是 满足 下 述 条 件 之 一 : 

1. (zx,y) EU xU 和 aE Rrz+y EUAMar EU. 

2. (x,y) EU x UA(a, 8)ERxR=ar+pByeU. 

证 明 : 当 U 是 子 模 时 ，1. 和 2. 是 成 立 的 . 

现 设 U0 是 V 的 一 个 子 集 ， 且 1. 成 立 ， 由 2.1.3.2., 对 
属于 也 的 z，(-lz = -z 外 属于 D 于 是 按照 1.2.10,U 是 V 的 
加 法 子 群 .对 (a,z)eE RxU, 有 az EU. 因此 2.1.1 中 的 公理 
1 到 4 对 U 也 是 成 立 的 ， 这 是 因为 这 些 公 理 对 整个 V 都 是 成 
立 的 . 我 们 再 来 证 明 1. 和 2. 是 等 价 的 : 于 2. 是 显然 的 ; 
分 别 利 用 a = 6=1 及 6=0, 从 2. 吏 得 出 了 上 | 口 
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例 2.1.6 1. 对 固定 的 meN, m2Z( 见 1.2.11) 是 2Z- 模 
Z 的 一 个 子 模 . / 

2. 设 六 是 集合 M 的 一 个 子 集 . 于 是 {f € RN; flv = 0} 是 
RM 的 一 个 子 模 ， 见 2.1.2.3. 

定义 2.1.7 设 M 是 一 个 集合 ;所谓 M 的 一 个 具有 指标 
集 I 的 元 素 族 是 指 一 个 映射 B :一 M. 我 们 亦 用 z, 来 记 
;ET 的 象 B(i), 于 是 可 把 此 族 写成 形 如 (zx,),er. 

汪 : M 中 元 素 zi 的 一 个 m- 组 (zi ,zn) 就 可 看 成 是 MM 中 
具有 指标 集 T = {1,… ,n} 的 一 个 族 . 由 M 中 元 素 所 构成 的 序 
列 (zo,z1,… ) 是 一 个 具有 指标 集 NN 的 族 . 

命题 2.1.8 设 V 是 一 个 RR- 模 ，(U),er 是 V 的 一 个 子 模 
族 . 于 是 交集 站 ,= Ui 也 是 一 个 子 模 . 

证 明 : 因为 对 每 一 个 .€ 也 UV 满足 子 模 判 据 2.1.5.1., 于 
是 该 子 模 判 据 对 交集 也 成 立 . 口 

定义 2.1.9 设 (U),er 是 V 的 子 模 的 一 个 族 . 族 的 和 集 
,U0 由 形 如 ,ww,u, € U, 的 元 素 所 组 成 ， 其 中 对 几乎 所有 的 
四 有 = 0. 此 外 ， 如 果 从 >,u = 0 可 得 出 对 所 有 .€ J, 有 
u, 二 0， 则 称 >j, U 为 直 和 ,今后 亦 将 它 记 为 四 ,U0.. 对 T= 0 
令 2 中 ={0} 

注 : 于 是 在 ,中 仅 存在 有 限 多 个 (也 包括 完全 没有 ) 元 
素 w 关 0. ,定义 为 这 些 元 素 的 和 (或 为 0). 

命题 2.1.10 VV 的 子 模 族 (UD),er 的 ( 直 ) 和 是 一 个 子 模 . 

证 明 : 我 们 对 U = 》 U 验 证 2.1.5.1. 的 有 效 性 . 因为 z = 
> wu, EU, y= 》 weEU 于 是 对 几乎 所 有 的 ED wut+v,=0 
及 au, =0. 于 是 zz 十 y=》 (二 vc 和 az=>》， au, EU. 口 

例 2.1.11 设 V =QN 为 由 有 理 数 序列 {za,n€ N} 所 构 
成 的 Q- 模 (或 向 量 空 间 ). 对 每 个 ke N, 记 为 序列 {zn} 的 
子 模 ， 这 里 zn = 0 对 n 关 kk 属于 在 2.1.6.2 中 所 讨论 的 例 
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子 . 族 (Uk)keN 的 二 和 是 由 序列 {zw} 所 构成 ， 这 里 ， 对 几乎 所 
有 的 nN, 有 zn = 0. 


2.2 ”线性 映射 


如 我 们 在 1.3 的 开始 部 分 所 注意 到 的 那样 ， 对 一 个 给 定 的 
结构 来 说 ， 态 射 或 保持 绪 构 的 映射 是 特别 有 兴趣 的 . 在 模 的 情 
形 下 ， 态 射 有 一 个 特别 的 名 称 . 

定义 2.2.1 设 V 和 WW 是 R- 模 . 映射 f:V 一 W 称 为 是 
线性 的 ， 如 果 对 站 中 所 有 的 zz 及 R 中 的 a, 有 
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是 线性 的 ， 称 prk 为 向 量 z 到 其 第 上 个 分 量 上 的 投影 . 
3. 设 V = RR 是 由 系数 在 环 R 中 的 多 项 式 总 ;oaiti 所 构 


成 的 环 ， 见 1.5.2.3， 映射 所 : RE - R 四 把 多 项 式 并 ,>o ait 对 
应 到 多 项 式 2 i>1 iait’ , 宕 吻 证 明 它 是 线性 的 . 


与 1.3.6 相 对 照 的 是 

定理 2.2.3 设 1:V 一 W 是 线性 的 . 于 是 ker /= {ze 
V;f(z) = 0} 是 站 的 一 个 子 模 ， 且 im f = {y € W; 存 在 x € 
V 使 得 f(z) = yy} 是 W 的 子 模 . 
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证明: 在 1.3.6 中 我 们 已 经 指出 ， ker f 和 1m 分 别 是 
加 法 群 V 和 W 的 子 群 . 

设 a < R. 由 f(z) =0 可 得 出 f(az) = af(z) =0, 由 y = f(z) 
可 得 出 ay = af(z) = f(az). 于 是 从 2.1.5.1 就 可 得 出 结论 ， 口 

二 1.3.4 相 对 照 的 是 

引 理 2.2.4 设 f:V 一 W 是 线性 的 ，U 是 W 的 子 模 . 
于 是 f7"(U) 是 V 的 子 模 . 

证 有 明 : 由 1.3.4, 广 (7) 是 了 的 加 法 子 群 ， 又 因为 对 ae 五 
和 f(x) eV, 有 aj(z) = ar) EU 所 以 2.1.5.1. 成 立 . 口 

例 2.2.5 我们 来 讨论 2.2.2 中 的 例子 . 

. 1. ker 0=V 和 1m 0 =0, ker idvy = 0, im lidv =V. 
2. ker pr = {xz € R", zx = 0} 和 和 Im prx = R. 
3. 为 简单 起 见 ， 我 们 选取 域 Q 和 及 作为 环 屎 


ker (和 ) = 常数 多 项 式 的 集合 
一 {> Qit': a; 二 0 对 ; > 0}. 


1m (5) = RIt. 


4. 在 与 3. 相 同 的 限制 下 ， ker ev。 = 所 有 以 a 为 零点 的 
多 项 式 >》 ai 的 集合 ， 即 有 > ,， aia' 一 0. 特别 地 : ” ker evo = 
tRItl, Im evo。 = R. 

与 1.3.7 相 对 照 的 是 

定理 2.2.6 如果 f:U 一 V 和 和 og:V 一 W 是 线性 的 ， 则 
gof:U 一 W 也 是 线性 的 . 

人 证明 : 按照 1.3.7, go 是 加 法 态 射 . 且 


go f(az)= g(f(az)) = g(af (7z)) 
= ag(f(7)) = a(go f)(z). 
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国 


我 们 现在 来 讨论 与 1.3.9 和 1.3.10 相对 照 的 定义 和 命 
题 . 

定义 2.2.7 称 线 性 双 射 f :V 一 W 为 线性 同 构 . 当 V = 
W 时 ， 又 称 f 为 线性 目 同 构 . 

命题 2.2.8 如果 f :V 一 W 是 线性 同 构 , 则 fi?:W 一 V 
也 是 线性 同 构 . 

得 有 明 : 按照 1.3.9, 广 -是 加 法 态 射 . 且 由 上 广 (y) = z, 通过 
在 ay = aj(z) = f(az) 的 两 边 运 用 f-! 后 ， 就 可 得 出 广 !ay) = 
af™(y): 口 

例 2.2.9 RR- 模 V 的 线性 目 同 构 的 集合 构成 了 V 的 置换 
群 PermV 的 一 个 子 群 .如 1.3.11.1 那 样 ， 人 们 可 对 线性 自 同 
构 的 集合 验证 子 群 判 据 1.2.10 的 有 效 性 . 因为 有 2.2.6 和 2.2.8， 
这 些 判 据 是 成 立 的 . 

我 们 将 用 GL(V) 来 记 这 个 子 群 ， 亦 称 其 为 V 的 一 般 线 性 
变换 群 。 记 号 “GL ” 源 于 英语 中 的 “一 般 线 性 . 

与 1.4.9 相 对 照 ， 现 在 我 们 要 讨论 V 的 一 个 子 模 U. 关于 
站 避 古 了 的 正规 子 群 ， 我 们 能 导入 了 关于 也 的 障 集 的 群 

= V/U, 见 1.4.3. 现在 我 们 来 证 明 ，V 在 典范 的 意义 下 是 一 
个 玉音 

定理 2.2.10 设 V 是 一 个 R- 模 ，U 是 一 个 子 模 . 于 是 

二 V/U 是 一 个 RR- 模 , 这 里 除了 陪 集 的 加 法 之 外 , 我 们 用 az = 
-来 定义 妆 量 。 € 的 和 习 法 . 

证 有 明 如 五 = zx 即 xz 一 xz €E U, 于 是 亦 有 a(x 一 7’) = 
ar 一 az EU, 于 是 az = az/. 

剩 下 只 要 去 验证 2.1.1 中 的 公理 1 到 4 的 有 效 性 .而 这 可 
容易 地 从 这 些 公 理 对 V 的 有 效 性 得 出 。 D 

最 后 , 我 们 来 讨论 与 第 一 同 态 定理 1.4.12 相对 照 的 定理 : 
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定理 2.2.11 设 f:V 局 W 是 线性 的 ， 则 V/ker /典范 


证 明 : 如 在 1.4.12 的 证 明 中 那样 ， 用 f(z) 已 来 定义 鲁 : 

im f 上 wv/ker f. 按照 1.4.12, B 是 一 个 加 法 群 的 同 构 ， 进 而 

有 B(af(z)) = B(f(ar)) = az = az= aB(f(z)). 口 
例 2.2.12 我 们 来 讨论 2.2.5 中 的 例 2 至 例 4: 


例 2: R"/ ker pr 同 构 于 RR, 简 记 为 R"/ ker pr 汪 RR. 


例 3: RIt/ ker d 二 d 兰 RIt. 


~ (ge 
例 4: RIt]/ker evo 半 RR. 


2.3 ”生成 系 和 自由 系 


现在 我 们 要 对 具有 一 个 或 多 个 连接 关系 的 集合 M 的 子 集 
五 讨论 一 个 重要 的 运算 线性 生成 . 

我 们 只 限于 对 模 进 行 讨 论 ， 但 此 绪 构 对 群 来 说 也 是 有 意 
义 的 . 

定义 2.3.1 设 V 是 一 个 R 模 ，E 是 V 的 一 个 子 集 . 五 
的 线性 包 定 义 为 形 如 ,paee 的 元 素 的 集合 , 这里， 对 几乎 所 
有 的 ee 五 ,有 ae=0. 记 五 的 线性 包 为 [五 ]. 

汪 : 人 们 也 能 用 下 面 的 方法 去 定义 [EB]: 对 每 一 个 ee 五， 
讨论 由 e 所 生成 的 子 模 Re = {ae;a € R}. 于 是 {Re;e € 忆 } 昨 
V 的 一 个 具有 指标 集 巨 的 子 模 族 ， 见 2.1.9. [EB 是 这 个 子 模 族 
的 和 集 . 

例 2.3.2 


2. 在 RR* 中 讨论 元 素 el = 1 00 和 和 e2 二 (0, 1,0). 于 是 其 
线性 生成 是 由 形 如 (ai,a2z,0) 的 元 素 所 构成 . 


3. 对 E=0, [EB|= {0}, 见 2.1.9. 
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命题 2.3.3 VV 的 子 集 轧 的 线性 包 [ 台 是 一 个 子 模 . 
征 明 : 这 得 目 2.1.10, 因为 我 们 可 将 [如 理 解 成 >。 Re. 口 
定义 2.3.4 如 果 [B]=V, 则 称 ECV 为 生成 系 . 
例 2.3.5 1. 2.3.2.1 中 的 集合 是 RH 的 生成 系 . 
2. 设 V = Rn. 于 是 集合 媚 = {el,:… ,enj} 是 一 个 生成 系 ， 
其 中 ei = (0,… ,1,… ,0), 1 是 在 第 i 个 位 置 上 . 
命题 2.3.6 如 果 E cE’cV, 则 [El Cc [E11. 
二 由 定义 2 3.1, 这 是 显然 的 . 口 


命题 2.3.8 当 E 是 一 个 生成 系 时 ， 则 线性 映射 f :V 一 
W 是 由 fls ( 即 f 在 V 的 子 集 EB 上 的 限制 ) 唯 一 确定 的 . 

征明: 设 f,g:V 一 W 是 这 样 的 线性 映射， 使 得 对 所 有 
e E 五 ,有 je) = g(e). 因为 一 个 任意 的 zx EV 可 与 成 x = 》)。 aee， 
所 以 得 到 


一 >》, Qef (e) = >, Qeg(e) 一 9(Z). 


加 


注 : 显然 五 = 站 是 一 个 生成 系 . 但 在 2.3.5 中 我 们 已 看 到 ， 
也 存在 看 V 的 一 个 真子 集 E, 使 得 它 生 成 了 V. 现在 我 们 开始 
研究 这 样 的 问题 ,是否 存 在 一 个 最 小 的 生成 系 ， 即 不 包含 多 余 
元 素 的 生成 系 ? 为 此 我 们 要 导入 一 个 新 的 概念 . 从 现在 开始 ， 
我 们 六 各 站 量 空 ss 间 ， 于 是 有 是 一 个 域 KK. 


定义 2.3.9 ” 设 耻 是 一 个 五 - 问 量 空间 称 子 集 己 CT 为 
目 由 的 或 者 线性 无 关 的 ， 如 果 从 > jer Qff = 0 可 推出 : 对 所 
有 jeF 有 ar = 0. 我 们 也 把 一 个 非 目 由 的 集合 的 元 又 称 为 
是 线性 相关 的 ， 

汪 : 该 定义 蕴含 PCV 是 自由 的 . 

例 2.3.10 1. 由 一 个 元 素 z 所 成 的 集合 = {z} 是 目 由 
的 充 要 条 件 是 z 关 0. 这 是 因为 对 a 了 0, az=0 今 aaz= 
Z 一 0. 

2. K" 中 的 集合 {e1,… ,es} 是 目 由 的 . 这 是 因为 >i aie; = 
0 等 价 于 (ai ,an) = (0,…… ,0). 

3. 2.3.2.1. 中 的 Kt 中 的 集合 {1,t,t*,….} 是 自由 的 . 这 
是 因为 ,ait* = 0 (这 里 的 0 代表 K 有 中 的 零 元 ) 意味 着 ao = 
一 ao 二 .二 0. 

下 列 定 理 回 答 了 上 和 面 所 提出 的 关于 最 小 生成 系 的 问题 . 

定理 2.3.11 设 CcV, 且 Cz#06. C 是 自由 的 充 要 条 
件 是 在 C 的 线性 包 [C] 中 每 一 个 z 可 以 唯一 的 方式 表示 成 和 式 
7Z = cc QcC. 

征 明 : 设 C 是 上 自由 的 . 设 z = 》 acc 和 zx = 》,.Bec 是 x € [0] 
的 两 个 表示 . 于 是 有 0= 2》.(ac 一 Be)c, 因而 ac 一 Be=0. 

设 C 不 是 自由 的 ， 即 存在 0 的 一 个 表示 0 = .acC, 使 得 
至 少 有 一 个 ac 关 0. 但 另 一 方面 ， i 口 
例 2.3.12 1. 当 C 不 是 目 由 时 ， 每 一 
D 也 是 非 目 由 的 . 如 C 是 目 由 的 ， 则 每 个 满足 BC 的 如 也 是 
目 由 的 . 

2. 在 天 “中 的 三 个 或 更 多 个 元 素 是 线性 相关 的 . 由 1.， 

只 需 讨 论 具 有 三 个 元 素 {u wz 的 集合 . 我 们 让 下 中 要 去 找 

(6 ,B,7Y) 关 (0, 0,0), 使 得 


az 十 bv 二 yw 二 0. (2.1) 
， 。 2 人 ， 


当 w,v,w 之 一 寺 于 零 时 ， 壁 如 说 w = 0, 于 是 我 们 就 可 以 选取 
(a, b,7Y) = (1,0, 0). 
这 以 二 (wi1, 22 )， 7 一 (ul, v2), WwW 一 (Ww1, 2). 容易 看 出 ， 


(Qa, 0 7T) 一 (v1W2 W102, WIU2 — UW2, U1V2 一 V1 U2) 


是 (2.1) 的 一 个 解 . 在 w= (wi,w2) 闯 (0,0) 的 情况 下 , 如 (a, 6,7) = 
(0, 0, 0)， 则 我 们 能 写 为 v1 三 QUlI, v2 一 QU2 . 于 是 (a, Bb, Y) = 一 
(1, 一 a,0) 是 (2.1) 的 一 个 解 . 对 v 关 0 或 w 关 0 可 类 似 地 进行 讨 
论 . 

我 们 再 给 出 上 自由 系 的 另外 一 个 特征 . 
引 理 2. 3.13 设 FcV. 是 上 自由 的 充 要 条 件 是 下 面 的 


反之 ， 设 F 非 自 由 于 是 存在 一 个 关系 式 2 yer aff =0， 
这 里 至 少 有 一 个 je 使 得 ar 埃 0, 壁 如 说 是 f= fo 于 是 
j0 一 2 7 所 一 CE ‘aff, BB [(F — {fo)| = [Fl. 国 

命题 2.3.14 设 1:V 一 W 是 一 个 线性 单 射 . 如 果 F CV 
是 上 自由 的 ， 于 是 f(F)CW 也 是 自由 的 . 

证 明 : 因为 /是 单 射 ， 所 以 


编 售 》 了 ,cpaQz7z = 二 0, 于 是 az = 0 对 所 有 zeEF 成 立 . 口 


2.4 基 系 


现在 我 们 来 讨论 一 种 最 优 的 、 市 约 的 生成 系 的 概念 ， 可 参 
见 2.3.8 后 的 注 . 


定义 2.4.1 向量 空间 V 的 一 个 子 集 B 称 为 基 系 (或 简 
单 地 称 为 基 ) 如 果 B 是 自由 的 ， 且 生成 了 VV. 

例 2.4.2 1. 2.3.5.2 中 的 集合 EB = f{ei,:… ,en 是 V = 
K" 的 一 组 基 . 称 上 为 K" 的 典范 基 . 

2. 2.3.5.1 中 的 集合 互 = {,t,t#,…:} 是 KI 的 一 组 基 ， 检 
见 2.3.10.3. 称 E 为 Kt 的 典范 基 . 

3. 0 是 仅 由 零 元 素 所 组 成 的 同 量 空间 VV 的 其 ， 可 参见 
2.3.2.3 和 2.3.9 后 的 注 . 

5| 理 2.4.3 设 f:V 一 W 是 线性 的 单身 ，B 是 V 的 一 
组 基 . 于 是 f(B) 是 Im f 的 一 组 基 . 

延明 : 按照 2.3.7, f(B) 是 1m f = f(V) 的 一 个 生成 系 ， 
且 按 2.3.14，jF(B) 是 自由 的 . 口 

设 B 是 V 的 一 组 基 . 按 2.3.8, 因为 B 是 生成 系 ， 所 以 线性 
映 喘 f:V 王 W 由 flp 唯 一 地 确定 .这 个 绪论 可 扩充 成 

定理 2.4.4 设 VW 是 向 量 空间 ， BB 是 V 的 一 组 基 . 对 
每 个 映射 f:B 一 W, 正好 存在 一 个 线性 映射 :TY 一 W, 使 得 
flp=f. 

汪 : 称 f 为 映射 f 在 V 上 的 扩张 . 

征明: 由 2.3.11， 对 x ee V， 正 好 存在 一 个 表示 x = 
> cpaob， 用 jpcp Qf(b) 去 定义 f(z)， 如 此 定义 的 映射 了 : 
V 二 W 是 线性 的 .这 是 因为 如 果 z = 2》)pep Qeb, yy = 2jpeB Bob， 
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口 

下 列 定 理 提 供 了 基 的 不 同 的 特征 , 可 参见 本 节 的 开头 语 . 
定理 2.4.5 设 B 是 回 量 空间 V 的 子 集 ， 于 是 下 列 结论 
是 等 价 的 : 

1. BB 是 基 . 

2. B 是 最 小 的 生成 系 ， 即 每 个 子 集 4A C B, 4 关 B, 不 天 
是 生成 系 . 

3. B 是 V 的 最 大 的 自由 子 集 ， 即 如 BCC,Bz#C, 则 C 
不 是 目 由 的 . 

赴 明 : 1， < 一 2.: 这 等 价 于 2.3.13. 


3. 和 > 1.: 得 目下 面 的 一 个 一 般 性 的 引 理 . 口 

引 理 2.4.6 设 FcV 是 自由 的 ， [看 关 V. 于 是 对 每 一 
个 TEV\NIH,G= FU{z} 是 目 由 的 . 

廷 明 : 讨论 方程 式 


因为 z 4 [ 古 , 所 以 a = 0, 又 因为 是 自由 的 ， 于 是 所 有 ajy = 0. 
国 
作为 基 的 存在 定理 的 预备 知识 ， 我 们 证 明 : 
引 理 2.4.7 设 F 是 自由 的 ， 马 生成 V, FC BE. 于 是 存 
在 一 个 基 B， 使 得 下 CBCE. 
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证 明 : 由 2.4.5, 只 需 证 明 : 满足 FcGcCcE 的 自由 的 GCV 
的 族 丰 = 下 (Ff,E) 具 有 最 大 元 系 . 

下 包含 了 元 紊 玉 .如果 [ 名 关 V, 则 因为 2.4.6, 在 大 中 人 存在 
一 个 所 = 了 Ut{z} 关 Ff. 如 果 [EE] 关 了 ,我们 在 大 中 构造 天 = 
FU{z 小 关 严 . 如果 五 是 有 和 限 的 ， 人 们 在 有 限 多 步 后 达到 最 大 
自由 系 . 如 果 忆 不 是 有 限 的 ， 可 能 会 发 生 链 FCF CF”C.… 
决 不 中 止 的 情形 .此 时 所 谓 的 Zorn 引 理 就 提供 了 大 中 最 大 自 


由 元 的 存在 性 . 口 
推论 2.4.8 ”每 个 自由 的 子 集 下 能 补充 成 一 组 基 B.。 
了 证明: 在 2.4.7 中 选 五 = 口 
推论 2.4.9 ”每 个 生成 系 五 能 缩减 成 一 组 基 B. 
征明: 在 2.4.7 中选 = 人 9. 口 
定理 2.4.10 ”每 个 回 量 空 间 有 一 组 基 . 
征明 : 在 2.4.7 中选 玉 = 五 三 站. 口 


我 们 以 了 所谓 的 小 置换 定理 作为 本 节 的 结束 . 在 给 定 的 基 
下 ， 能 用 其 某 些 元 素来 置换 一 个 给 定 的 自由 集 的 元 又 . 

定理 2.4.11 设 B 是 V 的 一 组 基 ，F 玉 是 V 的 一 个 上 自由 子 
集 . 于 是 能 用 一 个 子 集 B'C B 把 下 补充 成 一 组 基 B* = FUB.. 

征明 : 在 2.4.7 中 选 F=Ff,E=FUB. 口 


2.5 ”有限 维 向 量 空间 


现在 我 们 来 讨论 有 限 生 成 的 网 量 空 间 ， 即 具有 有 限 生 成 
系 的 同 量 空间 . 于 是 由 2.4.7, 下 具有 一 个 有 限 的 基 . 
我 们 从 所 谓 的 置换 引 理 开始 进行 讨论 . 
引 理 2.5.1 设 玉 CT 是 自由 的 ， ze [fF], 于 是 x = 
2 raff 如 果 z 关 0， 则 存在 一 个 f € Ff， 忌 如 说 fo， 使 得 
Qajo 0. 令 所 {fo} = fo, fo U1{z} = F". 于 是 下 是 自由 的 ， 且 
下 = [Hl. 
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于 是 fo € [Ff1. 又 因为 [加 ] C [F1, 所 以 [F'] = [可 .由 2.3.11， 
rTEV\[Fol. 由 2.4.6 得 出 i= OUzo 是 上 自由 的 . 口 

例 2.5.2 在 了 = 天" 中 讨论 下 = {el,e2}, 其 中 e; 如 在 
2.3.5.2 中 所 设 . 设 z = ziel 十 xX2e2 天 0. 如 果 璧 如 说 zl 冯 0, 于 
是 FPF' = {z,e2} 是 自由 的 ， 且 [F] = [四 . 

对 于 有 限 生成 的 问 量 空 间 来 说 , 下 述 的 Steimitz 置换 定理 
是 基本 的 它 是 2.4.11 的 强化 . 用 ##4 来 记 4 中 元 素 的 数目 . 
当 4 不 是 有 限时 ， 仿 #4 = oo. 

定理 2.5.3 设 FfcCcCV 是 自由 的 ，B 是 V 的 一 个 有 限 的 
基 . 于 是 能 用 子 集 BC B 将 下 补 元 成 一 组 基 B* = FUB', 使 


迁 : 特别 地 ， 一 个 自由 子 集 f CV 总 是 有 限 的 . 

延明 : 我 们 对 k= # 玉 运用 归纳 法 . 对 k= 0, 即 下 =0, 结 
论 是 正确 的 ， 因 为 B'= B, B*=0UB’=B. 

假设 结论 对 k 一 1 > 0 个 元 素 的 上 自由 集 已 经 证 明了 . 现在 要 


以 存在 一 个 bo € Bo 使 得 apo 和 0. . 
供 了 一 个 自由 集 FouU (BO\{bo})U {zx}; 它 生成 了 了 于 是 成 为 一 
组 基 B*. 现在 注意 ，FKoU{z}=F 是 目 由 的 , 令 BO\{bo} = B'. 
显然 #FUB’ =#F0U B= #B. 口 
作为 直接 的 推论 ， 我 们 有 
定理 2.5.4 当 V 是 有 限 生 成 时 ,VV 的 每 组 基 是 有 限 的 ， 
且 基 中 元 素 的 个 数 总 是 相同 的 . 
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定义 2.5.5 称 有 限 生 成 的 向 量 空 间 V 中 一 组 基 的 元 素 
的 个 数 为 V 的 维 数 ， 记 为 dim V. 

2.5.4 的 证 明 : 由 2.4.9, 有 限 生 成 系 五 包含 一 个 有 假 的 基 
B. 设 B* 是 任意 一 个 基 .， 由 2.5.3, 令 下 = B* 就 得 出 了 #B* = 
#B. 口 

例 2.5.6 1. 当 V=1{0} 时 ， dim 六 = 0, 因为 #0 =0. 

2. 当 站 = 天 时 ， dim V=1, 因为 B= {1} 是 一 个 基 . 

3. 当 V=K? 时 ， dm Y =n, 因为 {el1,… ,en} 是 一 组 
基 ， 见 2.3.5.2. 

命题 2.5.7 设 dmV=n. 

1. 设 BCV 是 生成 系 ， 则 #E>n. 

2. 设 FPcV 是 目 由 的 ， 则 #F < nn. 

证 明 : 对 1, 由 2.4.9, 存在 一 组 基 B CE. 

对 2, 由 2.4.8, 存在 一 组 基 BDF. 口 

现在 我 们 能 将 有 限 维 向 量 空 间 予 以 分 类 . 

定理 2.5.8 设 V 是 一 个 K- 问 量 空间 . 者 dim V =n, 则 
V 同 构 于 K". 精确 地 说 ， 立 的 每 个 编 了 号 的 基 妃 = {0b1,… ,bn} 
确定 了 一 个 同 构 Bp:V 一 K". BBp 是 用 


B= $-1(E)= {8-1(e),... ,®-1(e,)}. 


成 立 着 Bs-1i(g) = ,BB (EB) = B, 即 同 构 和 基 在 上 述 的 对 应 下 
是 一 一 对 应 的 (唯一 、 可 逆 的 ). 

定义 2.5.9 也 称 同 构 B:V 一 天" 为 下 的 图 称 vEy 的 
象 8(v) e K" 为 vu 关于 图 鲁 的 坐标 .如 鲁 = Bp, 则 称 理 为 由 B 
所 确定 的 图 . 


2.5.8 的 证 明 : 设 B= {01,… ,bn} 是 V 的 基 . 按 2.4.4, 映射 
B=bp:B— Eb; oe; 


正好 具有 一 个 扩张 更 = Bp, 它 是 一 个 满 的 线性 映 射 ， 且 有 
B®(V) = B([B])= [®(B)] = [EB] = K", 见 2.3.7. 

逆 映 射 于 = B71 :EE 一 B 正 好 上 共有 一 个 到 同 构 V: K" 一 V 
的 扩张 ， 下 . 理 = idg 的 扩张 是 idv = 亚 .@. 于 是 由 1.1.10, 5 
是 单 射 ， 即 于 = 理 B 是 一 个 同 构 . 

最 后 的 结论 得 自 和 sp ls iD 一 更 le 及 开 p(D) = ei 

DD 

例 2.5.10 设 {01=(b11,b21),b2=(b12,b22)} 是 V= K?* 的 

基 ， 同 构 @p :天 一 天 为 


二 T1001 十 Tob0» 全 TY1el 十 Z2e2. 


(线性 ) 子 空间 时 ， 我 们 需要 去 
.这 样 的 空间 UV 在 一 般 情况 下 不 


导 求 V 的 与 rr 相 补 的 子 空 
是 唯一 确定 的 . 

定义 2.6.1 设 U 是 V 的 子 空间 . VV 的 一 个 子 空间 UV' 称 
为 U 的 补 ， 如 果 UNUTU = {0} 和 UU =V. 

汪 : 如 在 2.1.9 中 那样 ， 记 Ut+UV 为 z 十 zx’ 的 集合 ， 其 中 
rz EU, xz' EU'. 我 们 在 2.6.1 中 也 能 写 V =U@U', 见 2.1.9. 
例 2.6.2 1. 对 天 3, 我 们 讨论 子 空间 VU={(ai,a2,0); 其 
中 ai e K}， 对 每 个 xz 4 U,V' = Kz = {az} 是 一 个 补 . 因为 
. 36 . 


no = {0}, 且 由 2.5.1， 人 们 能 把 天 的 典范 基 {eli,ez,es} 替 
换 成 基 {elye2;Z. 注意 ， 在 z = Zlel 十 Z262 十 X36€3 中 Z3 天 0. 

2. 当 U =V 时 ， 则 UV'= 

3. 当 U = {0} 时 ， 则 "= 

定理 2.6.3 对 的 每 个 子 空 间 U, 其 补 是 存在 的 . 

征明 : 设 Bu 是 U 的 基 ， 由 2.4.8，Bu 能 被 补充 成 V 的 一 
组 基 B. 令 B\Bu= B'. 于 是 UV'= [B11 是 一 个 补 . 这 是 因为 
Bu nnB'’=0 剖 含 了 [Bu]nIBY= {0} 和 [Bv] 二 [B= |[B]==V. 

活 : 如 人们 从 证 明 中 所 知 ， 对 U 冯 {0} 和 UV 关 V, 过 的 林芝 
不 是 唯一 确定 的 . 下 列 引 理 是 重要 的 ,， 即 有 一 个 唯一 确定 的 空 
间 ， 它 与 每 一 个 补 是 同 构 的 . 

引 理 2.6.4 设 U 是 V 的 子 空间 . 则 UV 的 每 一 Die 
于 陪 集 空间 (或 商 空 间 ) V/U. 称 dim V/U 为 U 的 余 维 数 ， 
为 codim U. 于 是 对 U 的 任意 补 UVU', 有 codim UU = dm 

证 明 : V/U 定义 于 2.2.10. 考察 线性 映射 Hu :TY 一 TV/U: 
z 下 五 由 2.2.11, V/ ker Hr 兰 im Tv. 显然 im Ho = VI/U. 
ze ker Iv 等 价 于 z EU. 限制 Hv lv 具有 核 V'NU = {0} 及 象 
V/U, 因为 每 一 个 z eV 能 被 描述 为 z= (zu,zb)eU+U'. 口 
系 2.6.5 设 f:V 二 WW 为 线性 的 ，UV' 是 U = ker f 的 
一 个 补 ， 于 是 Fo 友人 一 im f 是 一 个 同 构 . 

人 证明: 在 2.2.11 的 证 明 中 我 们 构造 了 一 个 同 构 


现在 我 们 来 看 维 数 公式 ， 
引 理 2.6.6 设 dm V 是 有 限 的 . 设 U CV 为 子 空间 ， 
U' 为 一 个 补 . 于 是 成 立 


dm U+ dim := dim V. 


证 明 : 设 Bu 是 U 的 基 . Bi 是 VV' 的 基 . 则 B= BvuU By 


是 V 的 基 . 有 上 且 #Bvw 十 #Bi; = #B. 口 
定理 2.6.7 设 f:V 一 W 为 线性 的 ， dm Y < co. 则 
成 立 


dm ker f+ dm Im f= dim TV 


证 明 : 这 得 自 2.6.5 及 2.6.6. 口 
系 2.6.8 设 dmV<oo, 且 f:V 一 WW 是 线性 的 . 

二 . 当 f 为 单身 时 ， 则 dm YY < dim W. 

2. 当 f 了 为 满 身 时 ， 则 dm Y > dm W. 

3. 如 果 dim VV = dm W, 则 从 是 单 射 或 满 射 就 可 得 
到 /为 双 射 ， 因 而 也 是 同 构 . 

证 明 : 对 1.: 按 1.3.8, 成 立 ker f = {0}, 于 是 由 2.6.7, 有 
dmV= dm in f< dm W. 

对 2.: 因为 1m f = W, 结论 得 自 2.6.7. 

对 3.: 如 ker f= {0}, 则 dm im f= dim W. 如 果 
dm im f= dim W= dim V, 则 ker f = {0}. 口 

我 们 以 子 空间 的 维 数 公式 来 结束 本 市 . 

定理 2.6.9 设 UUV' 为 V 的 有 限 维 子 空间 . 则 成 立 


dim (Zn )+ dm (V+UV)= dm+ dmvV 


企 明 : 考察 UNU 的 一 组 基 Buuvu'. 存在 看 从 Bunv' 到 U 
的 基 Bu 的 补充 Br， 也 存在 看 从 Brnu 到 UV" 的 基 Bw 的 补 元 
Bp, 见 2.4.8. 于 是 Bunw'U BYU By, 是 U+UV' 的 一 组 基 B. 于 
是 


dim (UV +U’)=#B=#Bunv'+#Bv + #Be 
= dm (VNUV)+(dmvU- dim (VNUV'’)) 


+(dimU’- dim (VNU’)). 
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例 2.6.10 设 V= 天 3，D 太 为 子 空间 ， 且 dim 7 = 1， 
dim Z =2. 当 UNUV'’ = {0} 时 ， 有 dim (UV +U') =3, 于 是 
U+U' 二 V. 2.6.9 中 的 公式 成 为 0 十 3 二 1 二 2. 


1. 设 IC RR 是 一 个 区 间 . 用 RI 或 (I; RR) 来 记 映 射 (函数 ) 


(c) 设 zo ex 已 选 定 . 证 明 : 满足 f(zo) = 0 的 fe RI 的 集 
合 对 于 所 诱导 的 连接 关系 构成 了 RI 的 一 个 向 量子 空间 . 

(d) 由 分 析 中 的 定理 可 得 出 ， 连 续 映 射 的 集合 C(I; R) c 
下 (J; RRR) 构成 了 一 个 问 量子 空间 . 


(b) 此 连接 关系 是 否 具 有 中 性 元 ?此 连接 关系 是 否 满足 
结合 律 ? 

3. 考察 由 刃 中 元 素 的 "=- 数组 (z1,… ,zn) 所 构成 的 R- 模 
R". 下 列 晓 墓 中 哪 尝 在 线性 的 ? 


求 和 ) 的 R- 模 RI] 定义 映射 


(b) 证 明 : ”Rl = gz， 
6. 证 明 . 对 R* 中 的 元 双 z = (zl， Z2)，2 = (Yi y2),，z = 
(zi 2z2), 总 存在 三 个 实数 (a,b,c) 关 (0,0,0), 使 得 az 十 by 十 cz = 0. 
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7. 给 定 下 述 的 域 扩 及 集合 4cC K". 4 是 目 由 的 吗 ? 它 是 
生成 系 或 是 一 组 基 ? 

(a) K = R, A= {(3,5,2),(0,1,1),(3,6,2)} C 了， 

(b) K =R, A= {(3,5),(0,1),(3,0)} C 及 ， 

(c) K = 2s, A = {(1,2,35),(0,1,3),(3,1,4)} C Zs, 

(d) K =C, A={(i,i—1),(1,1+i)} CC 

8. (a) 试 确定 R* 中 的 三 个 线性 相关 的 ( 即 不 是 自由 的 ) 
向 量 ， 使 得 其 中 任何 两 个 向 量 是 线性 无 关 的 (自由 的 ). 

(b) 试 确定 R 中 4 个 向 量 ， 使 得 其 中 任何 三 个 向 量 均 构 
成 一 组 基 . 
9. 设 v1,… ,vn EV 是 域 K 上 的 问 量 空间 V 中 的 线性 相关 

而 其 中 任何 nn 一 1 个 向量 都 是 线性 无 关 的 . 

(a) 证 明 : 存在 Ql,az,… ,an E K*, 使 得 


癌 量 ， 


10. 设 B= {01,… ,br} 是 向量 空间 V 的 一 组 基 . 

(a) 选 定 一 个 bi e B. 试 确定 所 有 的 ve V, 使 得 (B\{6:})U 

(b) 试 确定 所 有 的 ve V, 使 得 对 每 一 个 基 向 量 5 都 具有 
(a) 中 所 述 的 性 质 . 
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第 3 章 
矩阵 
3.1 


线性 映射 的 各 量 空间 


从 现在 开始 我 们 仅 讨 论 交 换 域 和 上 的 回 量 空间 .我们 在 
2.1.2.3 中 已 经 看 到 映射 f : M 一 KK 的 集合 KM 构成 了 一 个 K- 
向 量 空 间 . 这 个 例子 可 以 直接 地 推广 到 映射 1:M 全 三 的 集合 
W™ 上 去 , 这 里 W 是 一 个 K- 癌 量 空间 . 特别 有 兴趣 的 是 M = V 
和 f:V 一 W 为 线性 的 情形 . 

定义 3.1.1 设 V 和 W 是 KK 上 的 向 量 空间 . 我 们 用 
L(V;W) 表示 线性 映射 f :V 一 W 的 集合 . 

3 L(V;W) 是 所 有 映射 f:V 一 W 所 构成 的 向 


证 明 : 我 们 来 验证 2 1.5 的 有 效 性 . 
如 果 设 f,，g 是 线性 的 ， 则 f 十 g 也 是 线性 的 . 这 是 因为 
(f 十 9g)(z 十 2') 被 定义 为 f(z 十 x') 十 g(x 十 72), 而 它 等 于 jz) 十 
f(r’)+g(z)+g(7z’) = (f+9)(z)+(f+9)(z'). 进而 ，(f +9)(az) = 
f(ar) + g(ar) = af(z) + ag(z) = a(f(x) +9(7)) = (a(f + 9))(z 


人 在 V = W 的 情形 ，L(V;W) 还 具有 一 个 附加 的 结构 . 

定理 3.1.3 在 L(V;V) 上 除了 加 法 以 外 , 可 用 fg=gof 
(映射 的 复合 ) 来 定义 乘法 . 于 是 L(V;V) 成 为 一 个 环 ,， 且 以 idv 
作为 它 的 单位 元 . 

渤 : 在 L(V;V)Nn Perm VV 上 fg 也 相应 于 在 1.2.11.2 中 用 
fg 所 表示 的 乘积 .还 注意 到 : L(V;V)¢ PermV. 

证 明 : 首先 我 们 注意 ， fg e L(V;V), 见 2.2.6. 我 们 必须 
验证 9.1 中 的 公理 1 到 4 的 有 效 性 . 公理 得 目 3.1.2. 公理 2 


得 自 1.1.7. 公理 3 是 显然 的 ， 且 1 = idv. 于 是 只 剩 下 分 配 律 
4, 即 对 L(V; V) 中 的 f,g,h， 必须 成 并 


f(g+h)= fg+ fh; (f + g)h = fh+ gh. 
我 们 只 限于 验证 这 两 个 等 式 中 的 第 一 个 式 子 : 


f(g+h)(z)= (9g+h)o f(z)= g(f(7)) + h(f (2)) 
= (go f)(z) + (ho f)(z) = (f9)(z) + (fh)(z). 


口 
注解 3.1.4 1. L(V;V) 甚 至 是 一 个 所 谓 的 K- 代 数 4. 
我 们 将 其 理解 成 : 4 的 元 素 构 成 了 一 个 K- 癌 量 空 间 ， 进 而 4 
还 是 一 个 环 ， 其 加 法 用 向 量 空间 的 加 法 给 出 , 而 且 对 数量 乘法 
(az)je 天 x4maze4, 还 成 立 着 下 列 的 “混合 结合 律 : 


Q(zy) = QZ) 


容易 看 出 ， 对 L(V;V) 来 说 ， 此 规则 确实 是 满足 的 . 

2. 当 dim V = 1 时 ， 向 量 空间 的 同 构 V 一 K( 见 2.5.8) 
提供 了 一 个 环 的 同 构 L(V;V) 一 天 . 事实 上 , 设 e eV 是 一 个 基 
元 . 对 feL(V;V), 可 用 f(e) = ae 去 确定 出 一 个 元 a EK. 对 
g EL(V;V), 有 g(e) = Be, 于 是 相应 地 ， f 十 g 有 元 a 十 6, fg 有 
元 aB. 对 dim V = 1 的 情形 ， 环 L(V;V) 甚 至 是 一 个 域 . 

3. 当 dim VV > 1( 包 括 dim Y = co), 环 L(V;V) 是 非 交 
换 的 ， 也 不 是 一 个 域 . 为 了 看 出 后 一 结论 ， 选 VV 的 一 组 基 B. 
选 pe B. B' = B\ {60} 关 0. 我 们 用 f(6) = 0，f|。, = idp' 来 
定义 下 :巨人 TY， ff 确定 了 一 个 映射 f:V 二 了 见 2.4.4. 因为 
be ker f, j 不 是 双 射 ， 即 f 不 是 等 元 素 ， 且 无 乘法 逆 . 

我 们 可 按 下 法 得 到 L(V;V) 中 两 个 不 交换 的 元 素 f,g 的 例 
子 . 设 B 为 一 组 基 ，b1,bz 为 B 中 的 两 个 元 , 设 B\ {0b1,b2} = B'. 
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用 f(b1) = b1, f(b2) = bi 十 52>，f|p, = 1dBp' 来 定义 f, 用 g(01) = 
b1 十 02， g(b2) = b,, glp, = 1dp; 定义 g. 于 是 fg(b1)=go f(b 1) 一 
b1 +b2, 而 gf(b1) = f og9(b1) = 2b1 + b2. 

4. 在 每 一 个 环 尺 中 , 习 法 可 逆 元 的 集合 R* 构成 一 个 群 ， 
且 以 1€ R* 为 其 中 性 元 . 特别 当 RR= L(V;V) 时 ，R* 由 VV 的 线 
性 日 同 构 所 构成 , 即 Z(V;V)* = L(V;V)n Perm V. 于 是 利用 
2.2.9 中 的 记号 ， 我 们 有 LUV;V)* = GL(V). 


3.2 ”对偶 空 间 


现在 我 们 来 讨论 一 个 特别 重要 的 、 由 线性 映射 所 构成 的 
空间 . 注意， 天 是 天 上 的 同 量 空间 

定义 3.2.1 设 V 是 K 上 的 一 个 向 量 空 s 间 . 我 们 称 问 量 
空间 L(V;K) 为 V 的 对 侦 空 间 ， 也 把 它 记 为 VY*. 元 系 x* EV* 
称 为 (在 V 上 的 ) 线 性 形式 . 

例 3.2.2 1. 在 2.2.2.2 中 的 映射 pri : K" 一 是 一 个 
在 K*" 上 的 线性 形式 .一 般 地 ， 设 B= {01,… ,bn} 为 V 的 一 组 
带 有 编号 的 基 ， dim V=n>0. 用 


prk(z) = Zk = 表示 式 (z = 》 zibi) 中 的 第 k 个 分 量 


来 定义 prk :TY 一天. 于 是 prk EV*. 

2. 设 IcC RR 是 一 个 有 限 区 间 . BR 是 一 个 R- 向 量 空间 , 见 
2.1.2.2. esoth 1 一 R( 即 连续 函数 ) 的 集合 C = C(I;R) 
空间 ; 子 空间 判 据 2.1.5 的 有 效 性 乃 是 分 析 中 的 
. 歼 曼 积分 理论 指出 : 积分 


/seem fien 
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是 C 上 的 一 个 线性 形式 : 


/人 [ef=o fi 


I I 


引 理 3.2.3 设 z* € L(V;K), z* 关 0. 于 是 ker z* 的 补 
的 维 数 为 1, 即 ker zx* 的 余 维 数 为 1. 
证 明 : 设 U' 为 ker zx* 的 补 ， 由 2.6.5， 


rl :UV 1m7x=K 


是 同 构 . 口 
例 3.2.4 1. 在 3.2.2.1 中 ， ker prk = Kbi 十 :十 Obk + 
… 十 Kbn，( 在 第 k 个 位 置 有 0bk = 0). ker prs 的 补 由 Kb 给 
出 . 
2. 在 3.2.2.2 中 ， 核 是 由 满足 | f = 0 的 连续 函数 f 所 构 
I 


成 .对 律 值 函数 {fc(t) = c， 对 了 所 有 t € 了 }， /ff = cl7l, | 天 十 了 的 
长 度 ， 于 是 | 关 0. 第 值 函 数 的 集合 构成 了 ker /的 名. 
I 


定义 3.4.5 设 V 是 一 个 同 量 空间 ，V* 是 它 的 对 侦 空 
则 . 称 映 射 


<, >:VxV  — kK: 


(T,T) P<Z,T >=7"(7) 


为 V 和 V* 的 自然 配对 . 

命题 3.2.6 <，,>:(z,z*)EVxV*P<z,z* >EK 是 双 
线性 的 ， 即 对 其 每 一 个 变量 ， 它 是 线性 的 . 

证 明 : 对 于 第 二 个 变量 的 线性 性 质 : 
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= (QZ ) 儿 Z) + (BY )z) = azZ (Z) 十 0 (7) 
一 GCC<zZZ > 二 0<zy >. 


对 于 第 一 个 变量 的 线性 性 质 ， 即 
< az 十 py,zZ > 一 QQ<ZZ > 十 9 < ?yzZ >, 


它 得 自 z* e L(V; K). D 
定义 3.2.7 设 B 是 V 的 一 组 基 .， 定义 线性 映射 


fp:Vo>V’ 


为 用 下 述 方法 在 上 所 定义 的 映射 声 的 扩张 


引 理 3.2.8 ”3.2.7 中 的 映射 各 是 单身 B* = fp(B) 是 
自由 的 . B* 生 成 V*, 因而 它 成 为 V* 的 一 组 基 的 充 要 条 件 是 
dm V < co. 在 此 情况 下 ， 称 B* 为 V* 的 相应 于 B 的 对 偶 基 . 
对 be B, 我 们 也 用 b* 来 替代 fp(b). 

延明 : 只 需 讨论 V 关 {0}, 即 B 关 0 的 情形 . 当 b,b' 在 B 中 ， 
月 b 关 b, 于 是 b*= fp(b) 关 br"* = fp(b). 因为 当 <b,b”* >=0 
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对 {1…… ,nn} 中 的 i,k, 用 此 法 所 定义 的 映射 5 被 称 为 殉 氏 记号 . 
我 们 断言 ， 对 每 个 z* EV*, 成 立 


7” 二 3 < Di DZ” > D; . 
2 


事实 上 上， 右边 对 的 取 值 为 


3 <bi,r >,< br, bs; > 一 < br,7T >= Z (bx.). 


于 是 B* = {b+,… ,b*} 是 V* 的 一 组 基 . 
当 dim V=oo 时 ，B* = 一 介 (B) 不 大 V* 的 生成 元 系统 . 

这 是 因为 如 果 我 们 观察 一 

有 < bz* >= 1 于 是 有 | 事实 上 ， 


而 且 对 几乎 所有 的 b* € B*, 有 ao =0. 但 因为 B* 包 含 看 无 限 
多 个 元 素 ， 所 以 总 存在 一 个 中 € B*, 使 得 Qs = 0. 但 


< bo,z™ >=< bo, 3 Qp*b™ >= 0, 


b* EB* 
这 样 ， 就 与 z* € [B*] 的 假设 相 矛 盾 . 口 
系 3.2.9 当 dimV<owo 时 ， dim V*= dm TY 

证 明 : dim V=#B=#B*= dimV*. 口 


引 理 3.2.10 “我们 定义 一 个 映射 
(**):V— VV, 


它 把 V 映 人 至 V* 的 对 偶 空 间 (V*)* =V* 中 , 令 (#*)z = 7™, 其 
中 z* 定 义 为 


<y,T* > 二 < zy >， 对 所 有 ww EV*. 
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映射 (##) 是 线性 的 , 且 为 单 射 . 设 B 是 V 的 一 组 基 , 按照 3.2.7， 
B* = fp(B) 是 V* 中 的 自由 系 . 令 [B*] = UV*, 于 是 B* 是 U* CV* 
的 基 .  (**) 等 于 复合 fp: o fp. (**) 是 同 构 的 充 要 条 件 为 
dim V < co. 在 此 情形 下 ，V* 和 V 亦 被 视 为 恒 同 . 

延明 : 我 们 限于 V 冯 {0} 的 情形 . z** eV* 得 目 配 对 


>:VxV 一 >》 的 


关于 第 二 个 变量 的 线性 性 质 (参见 3.2.6)，( 必 ) 的 线性 性 质 
得 自 < ，> 关 于 第 一 个 变量 的 线性 性 质 . (**) 的 单 射 性 ， 
即 ker (**) = {0} 的 理由 如 下 ， 即 对 V 中 的 z 冯 0, 存在 一 个 


来 定义 fp o。 fp(b), 即 在 B* = fp(B) 上 ， fp:ofp(b) 是 与 b** 一 
样 定义 的 ， 换 言 之 ， 


4， 对 b=b 


pb’ b** 一 b pb' 一 
< fp(b),b™ >=< b, fp(b)> (， 对 二 久 


于 是 得 到 (**) = jp.o fB. 
当 dim V < wo 时 ， 由 3.2.9, 成 立 dimn V* = dim V* = 
dim V. 于 是 按照 2.6.8, (**) 为 一 个 同 构 . 
当 dm V = oo 时 ， 如 我 们 在 3.2.8 中 所 见 到 的 那样 ， 
fs :V 一 VV' 不 是 满 里 ， 于 是 (**) = fp:o 户 也 不 是 满 射 . 口 
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证 明 : 第 二 个 公式 已 在 3.2.8 的 证 明 中 得 出 ， 由 第 二 个 公 
式 可 得 出 第 一 个 公式 ， 我 们 只 需 对 z** = > ;< 外 2 > 的 应 
用 同 构 : (**) :VV 二 V** 的 敢 ， 且 利用 <6,z** >=< 2z,b*> 即 


例 3.2.12 1. 考察 V = — Ka EF = {el 2"} 是 其 奥 间 


zy 。。 中 。 的 系数 

2. 对 站 = 天 有 日 , 考察 2.4.2.2 中 的 典范 基 B= {1,t,t*,…}. 
fa(t*) : K[t] 一 KK 是 映射 ,ait* my ax. 利用 一 个 固定 选取 的 序 
列 {bi; E K,，i EN}, V* 的 元 又 是 映射 


3 at’ > >》, Qib;. 
2 2 


由 B* = fs(B) 生 成 的 子 空间 [B*] 是 由 序列 {b; € K, i Ee N} 所 
构成 ， 这 里 对 几乎 所 有 的 zeN, 有 0b;=0. 


3.3 ” 转 置 映射 


在 3.2 中 我 们 对 每 个 向 量 空 间 V 构 造 了 它 的 对 偶 空间 
现在 来 扩张 这 个 构造 ， 对 每 个 态 射 了 : Y 忆 W, 我们 要 将 它 对 
应 于 一 个 态 射 + : W* 一 镜 得 (yo =!f otg 

他 题 3.3.1 设 V 和 W 为 巾 量 空间 . f:V 一 W 是 线性 
的 ， 定 义 一 个 线性 映射 + : W* 一 全 得 J :区 一 天 被 定 
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定义 3.3.2 称 :f:W* 二 站 为 对 f:V 一 W 的 转 置 映 
射 . 

例 3.5309 1. 考虑 在 2.2.2.2 中 的 实 系 数 多 项 式 环 上 的 
线性 映射 下 ; RIt] 一 RIt. 2.2.2.4 中 的 映射 ev。: 及 仙人 及 是 
一 个 线性 形式 .将 转 置 映射 *( 开 ) 应 用 于 eve e ZCRI;R) 得 到 
一 个 线性 形式 
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3.2.2.2 中 的 线性 形式 /在 (于 ) 下 的 象 是 线性 形式 


2. 用 D = D(1;R) 表 示 一 次 (连续) 可 微 函 数 1 :I 一 RR 
的 集合 ， 这 里 I 是 一 个 有 限 区 间 . 人 D 包 含 了 多 项 式 集合 Kt. 
从 分 析 中 知道 D 是 在 I 上 连续 函数 的 癌 量 空间 C = C(I;R) 
的 一 个 线性 子 空间 . 我 们 在 3.2.2.2 中 已 经 导出 了 这 个 结论 . 
D 关 C. 进而 知道 ， 


eVa:C OR; fo fla), ac 


是 一 个 线性 形式 C 上 的 线性 形式 ev。 和 /在 (局) 下 的 象 


( 见 3.2.2) 可 如 在 1. 中 那样 定义 . 
定理 3.3.4 ”映射 


:LVW) OLWV); fo 


是 线性 的 ， 且 为 单 射 . 当 V 和 WW 为 有 限 维 时 ， 则 的 是 一 个 同 


‘(af) = a 7 得 目 


<z, (af)(y) > =<af(z),y >=a< Flz),y > 
=a<z, f(y) >=<z,a f(y*)>. 


这 里 (xz,y*) EV x W* 是 任意 的 元 聚 . 

() 是 单 射 , 即 ker (*) = 0. 这 是 因为 当 f 关 0 时 , 存在 x EV 
使 得 y = f(z) 关 0. 如 在 3.2.10 的 证 明 中 所 指出 的 那样 , 于 是 存 
在 y € W"* 使 得 <y,y* >z0, 又 <zZ， 六 ) >=< jz) > 天 0 
Bf #0. 

现 设 V 和 W 为 有 限 维 辐 量 空间 . 设 D = {di,… ,dn} 和 
= {el,…,em} 是 V 和 WW 的 相应 的 基 . 我 们 证 明 : 对 f* Ee 
L(W*;V*), 存在 fe L(V;W) 使 得 f* = "f. 

运用 V* 和 We?* 的 相应 的 对 侦 基 D* = {di,…,d%} 和 E* = 
{ei ,em%}, 定义 了 为 


于 十 


口 
我 们 在 3.1.3 中 得 知 ZL(V;V) 是 一 个 环 ， 因 而 L(V*;V*) 也 
是 一 个 环 . 现在 我 们 要 证 明 : 
引 理 3.3.6 映射 


() :LV;V) 一 YY) 


是 一 个 环 - 反 态 射 ， 即 和 ) 关于 加 法 是 线性 的 ， 关 于 乘法 有 


(Fog)= go tly = 1v。. 
) 王 : ly = ld vy: ly. = 1dv.. 
证 明 : 这 得 自 3.3.4 和 3.3.5. 口 


系 3.3.7 当 fe L(V;V) 可 逆 时 ， 则 成 立 (:f)- = (). 
我 们 今后 也 将 其 简 记 为 “ 广 -. 

证 明 : 按 3.3.6, 有 :idv) = idqv.. 我 们 运用 3.3.5 来 验证 
1}.1.]11: 


‘(idv)= (po 广 ) = "(ff7 7 )o°f = idy:: 
‘(1dy) — (一 of) — ‘fo(f-) — idy.. 


最 后 我 们 要 证 明 


引 理 3.3.8 。” 设 D= {di… ,dn} 为 V 的 基 ， Bp :V 一， 
K" 是 由 此 所 确定 的 图 见 2.5.9. 设 D* 为 对 应 于 DD 的 对 偶 基 . 


= ti : ”一 人 (K™). 
征 明 : 设 马 = {el1,… ,en} 是 K" 的 典范 基 ， EE* 是 其 对 仿 


息 阵 


我 们 现在 要 导入 一 个 概念 ， 它 标明 了 线性 代数 起 源 的 历 
史 以 及 与 线性 代数 方程 组 的 原始 的 联系 . 在 4.1 中 我 们 将 对 此 
予以 讨论 . 

所 有 要 去 讨论 的 同 量 空间 都 是 有 限 维 的 . 

定义 3.4.1 1. 域 KK( 或 者 更 一 般 地 ， 交 换 环 ) 上 的 
(mm)- 写 阵 4 是 指 K 中 的 一 个 元 取 族 ， 其 指标 集合 I 是 由 侦 
T= {(i,7); 1 之 i<m,1l1<j7<n} 有 所 构成 的 . 用 oa 表示 指标 (i,j) 
的 象 . 我 们 也 把 4 写成 (aij) 或 


3. Mk(m,n) 表 示 K 上 (m,n)- 钴 阵 的 集合 . 

引 理 3.4.2 (m,n)- 和 矩阵 可 一 一 对 应 于 用 下 述 的 方法 所 
作出 的 从 K"* 到 K™ 中 的 线性 上 映射: 设 A = (ai;;) €E Mk(m,n), 于 
是 用 


fa(s)+ fa ) 


反之 , 设 f EL(K";K™). 设 D = {di,…,dn} 和 EE = 
{el1,… ,emj} 分 别 为 K" 和 kK" 的 典范 基 . 用 f(dj;) = ;aijei 的 
系数 {aij;1 < i < m} 来 定义 (mm)- 和 矩阵 4y 的 第 7 列 4;, 这 里 
> ;中 的 i 从 1 走 到 m. 于 是 显然 有 47 = 4, f4, = ff. 国 

定义 3.4.3 1. 我 们 把 从 属于 线性 映射 f4 : K" 一 K"™ 


是- 个 mm n)- 算 阵 . 由 3.4.2 所 
确定 的 映射 A : K" 一 K"™" 也 可 通过 下 述 格式 来 描述 : 


| Q11 Q1n 加 | 2 U1IY] 
gi qn zn 2; qm 
A(z) E K™ 的 第 i 个 分 量 》;aijz; 可 用 4 的 第 i 行 4' 与 以 z 的 分 


量 (zi … ，,zn) 为 其 元 素 的 (1)- 和 矩阵 相 乘 而 得 出 ， 第 7 列 47 的 
元 素 是 回 量 A(e; ) 的 分 量 . 
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现在 可 以 把 (m， 中 全 诈 看 所 是 A K™) WA 这 样 


e312 


(aij) + (bi;) = (ai + bij); akaij) = (Qaij) 


定义 了 加 法 和 数量 乘法 . 而 这 些 正 好 就 是 L(K"; Km™) 上 的 同 量 
空间 结构 . 
证 明 : 这 得 自 


推论 3.4.7 ”由 3.4.3.2, m:n 个 元 素 {Bk;1l1 <k<m,l< 
/< n} 构 成 了 MKk(m,n) 的 一 组 基 . 称 这 组 基 为 典范 基 . 特别 
地 ， dm Mxk(m,n)=m-:n. 

证 明 : 由 Ex 的 定义 得 出 4 = wiariBkt， 且 作为 Eri 的 线 
性 组 合 ，4 的 这 个 表示 是 唯一 的 . 于 是 集合 {Ek;1<k<m,l1< 
1 <n} 是 生成 系 ， 且 为 自由 的 ， 见 2.3.11. 

例 3.4.8 


1 2 4 
(8 ] 5 一 1P11 + 2E12 十 4 有 13 + OE + 1E22 + 8E23. 
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定义 3.4.9 设 V 和 W 是 回 量 空 间 ， 且 它们 相应 的 基 为 
D= {di,:… ,dn} 和 E= {el,.:,em}. 设 Bp:V oo K", Bp: 
W 一 K™ 是 由 相应 的 基 所 确定 的 图 ， 见 2.5.9. 设 f:V 一 W 
是 一 个 线性 映射 .我 们 称 线 性 映射 


Bpof op :K”"— > K™ 


为 f 关 于 图 Bp 和 Gg 的 坐标 表示 ， 因 为 订 可 把 BpofoEp € 
L(K"; K™) 看 成 是 Mk(m,n) 中 的 元 素 ， 而 且 可 用 DD 和 去 确 
定 Bp, Bp, 所 以 我 们 也 称 Bpo foGBp 为 1 关于 V 和 W 的 相应 
的 基 DD 和 E 的 矩阵 表示 . 
我 们 也 能 以 下 列 方法 , 运用 对 偶 基 来 描述 这 个 和 矩阵 表示 . 
命题 3.4.10 设 f:V 一 W 是 线性 的 ，DD 和 巨 分 别 是 V 
和 W 的 其 ， E* 是 EE 的 对 偶 基 .运用 3.2.5 中 的 配对 


<, >:W xW—K, 
则 /关于 图 $p 和 和 Be 的 矩阵 表示 为 
SpojogDp =(< jdi),ey >). 


和 证明: 由 3.2.11, f(d;) = > < (di),ey > ei. 

用 Do = Bp(D) 记 KK" 的 典 郊 基 ， 用 Fo = Bg(E) 记 K™ 的 
典范 基 . 于 是 由 3.3.8, 对 Eo 和 五 的 对 偶 基 启 ,，E*, 成 立 关 系 
式 :Bp( 国 ) = EB*. 矩 算 阵 Bpo fo Bp 的 系数 可 由 


给 出 . 口 


定义 3.4.11 设 忆 = {di,:… ,dn}, D'= {di,:…,d’} 为 V 
的 其 . 于 是 称 由 图 Bp,Bp' 所 确定 的 同 构 


TH, = Bp'o Bo! : K"*— > K" 


为 坐标 变换 . 

全 题 3.4.12 设 D,D' 为 V 的 基 ， ,BE' 为 W 的 基 . 在 线 
性 映射 :V 一 W 的 矩阵 表示 BpofoB7 和 Bg,ofoGBh 之 间 
存在 着 关系 


Pp, ofo Bp 一 SK, O (@Po fo $5 ) O (Ts, ) -1, 
这 里 
Sp, = $p' oo Bp, Th, = Bp,o Bn 


是 在 3.4.11 中 所 定义 的 坐标 变换 . 
证 朋 : 运用 映射 的 复合 法 则 . 口 
例 3.4.13 ”站 = 天 3, 了 = 天 2. 设 D= {di,d2,d3} 为 V 的 
典范 基 ，D' ={d=da% = di 二 dz,ds = di 十 dz 十 d3}. 于 是 


1 -1 0 
Bp'oBn =$Bpoidrs=|10 1 -1|; 


1] 1 1 
(Bp o $b)! 一 0 l 1 
0 0 1 


议 E= {ei1,e2} 古 W 的 典 郊 基 ， BE’ = {ei = -ez,e2 = el}. 于 是 


于 是 这 个 映射 关于 基 D', EE' 的 坐标 表示 各 为 


, /0 iV/1 3 2\/» |， 
4=(1 (6 1 2 1 
0 0 1 


类 似 于 L(K"; K™) 中 的 加 法 ， 我 们 在 3.4 中 给 出 了 答 阵 的 
加 法 . 现在 我 们 来 看 如 何 用 线性 映射 的 复合 来 给 出 矩阵 的 乘 


对 照 于 3.4.6, 我 们 有 

命题 3.5.3 ”各 把 (m,m)- 和 矩 阵 4 = (a;jx) 看 成 线性 映射 4: 
Km 一 天 把 (rw)- 和 矩阵 互 = (bi;;) 看 成 线性 上 映射 B:K™ 一 Kl. 
则 乘积 B4 便 是 A4 和 B 的 复合 BoA:K"*-—K!. 

证 明 : 用 {zk} 记 K" 中 的 一 个 元 素 ， 用 {yj;} 记 K™ 中 的 一 
个 元 素 ， 用 {zi} 记 K' 中 的 一 个 元 素 . 则 映射 4,B 可 用 


{zk} {yi = ajrzk}, {yj} {zi = 2 bisyi} 


k 


给 出 ， 于 是 Bo 有 A 可 用 


{xx} 上 { Db:; [> ee] =》 5 wo zk}， 
k k ] 
给 出 ， 这 里 ;bijajk 正 好 是 BA 中 的 元 聚 cik， 国 
例 3.5.4 1. 我 们 现在 能 够 把 3.4.2 中 的 线性 映射 4 : 
rz EK" 路 A(z) €E K™ 视 为 答 阵 乘积 A 'z, 这 里 六 是 (n,1)- 短 
阵 ， 其 元 系 为 zi 1 <j nn. 
2. 按照 3.4.10, 线性 形式 z* e (K")* = L(K";K) 对 应 于 一 
个 (1,n)- 答 隆 ， 其 元 素 为 < xz*(dj),ei >, 这 里 {di,… ,dn} 为 K” 
的 典范 基 ， ei 为 K* 的 典范 对 侦 基 ， 它 把 yl € K 变 至 EK. 
于 是 < z*(dj),ei >= z*(d;) = ( 简 记 为 )z}. 今后 将 z*(z) 写 


(2 | ’ = (5 ro) 
我 们 从 3.1.3 中 知道 L(V;V) 是 一 个 环 ， 由 此 有 
定理 3.5.5 。 Mx(m,n) 和 L(K"; K") 之 间 的 恒 同 给 出 了 在 
mm- 矩阵 的 集合 上 的 一 个 环 结构 ， 环 的 加 法 采用 和 矩阵 加 法 ， 
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来 法 采用 答 阵 来 法 . 特别 地 ， 环 MK(mwm) 中 的 单位 元 又 是 单位 
掉 阵 巨 或 En = (6i;), 零 元 素 是 0- 短 阵 0 = (0). 

证 明 : 由 3.1.3 和 3.4.6 知 道 ， 结 论 得 目 3.5.3. 显然 ， FE， 
表示 了 线性 映射 1dk", 而 0 表示 了 和 零 映 射 . 口 
类 似 于 3.1.4.4, 我 们 现在 来 给 出 如 下 的 定义 . 
定义 3.5.6 在 KK 上 的 (n,n) 和 矩阵 环 


Mxk(n,n) = L(K";K") 


中 ,乘法 可 逆 和 矩阵 的 集合 在 矩阵 乘法 下 构成 了 一 个 群 . 我 们 称 
它 为 K 上 mn 个 变量 的 一 般 线 性 群 . 除了 用 GL(K") 来 记 它 外 ， 


1 . 我 们 称 形 如 


a 0 0 
0 &a 0 
= (a0j)= | : . : 
0 0 a 


的 矩阵 为 数量 (n,n)- 答 阵 ， aEB 是 可 他 的 元 要 条 件 为 a 关 0. 
2. 我 们 称 形 如 


1 0 0 

0 yy 0 
(ai60ij)= | . . : | 

0 0 Cn 


的 和 矩阵 为 对 角 (m”,m)- 德 阵 . (aibi) 是 可逆 的 充 要 条 件 为 al. …… 
an 关 0. 在 此 情形 下 ， 逆 矩阵 为 (a; 6;;). 

3. 我 们 把 矩阵 4 = (ai 让 ) 称 为 (上 ) 三角 符 阵 , 如 果 对 i > j， 
有 ai; =0. 于 是 4 的 形状 为 


C11 C12 四 L1m 
U aa22 … ao2n 
0 0 .Qnn 
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这 样 的 人 起 阵 是 可 逆 的 元 要 条 件 为 al1: a22: … :ann * 0. 从 下 
列 的 命题 中 可 以 得 出 上 三 角 和 矩阵 的 特征 . 

命题 3.5.8 设 B= {el,… ,en} 是 K" 的 典范 基 . 记 E; = 
{el ,ej;}. A€E Mk(n,n) 是 上 三 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 为 


A(E;)] = A([Ej]) C [Bj 对 j= 1 ,nn. 
上 三 角 矩 阵 是 可 逆 的 充 要 条 件 为 
4(En)] = [En] = K"™. 
在 此 情形 下 ， 对 所 有 的 j, 有 
A(E;)] = [By]. 


延明 : 由 事实 : 4 的 第 7j 列 问 量 是 由 h(e;) 的 分 量 所 构 
成 ( 见 3.4.2),， 人们 可 以 看 出 A([B;]) C [Bj] 是 等 价 于 ai; = 0， 
对 i > j. 现 设 对 7 = 1 ……,n 有 4(B]) C [8;], 于 是 4 是 
可 逆 的 ( 即 4 是 K"* 的 一 个 自 同 构 ) 等 价 于 对 7 = 1,:…,n,， 有 
A([E;]) = [BE;]. 对 7 = 1, 这 意味 看 all 关 0. 恨 设 我 们 已 经 和 


[el , ej; Ale;+1)} = fei， ,61 ej+1 一 Ej]. 


因为 A(ej+1) = Di<i+l Qi,j+1€i) 因而 上 式 等 价 于 Qj+1,j+1 天 0. 
口 

定义 3.5.9 1. 集合 {1…… ,的 双 射 的 群 ， 即 置换 群 
Perm {1…… ,n}, 也 称 为 nn 个 元 素 的 对 称 群 ， 记 为 5S. 

2. 对 三 Dn, 定义 置换 窍 阵 A, 人 AIfK(m， n) 为 


Ao (ei) = ev(i)) 2 一 1,...,n. 
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这 里 王 = {ei1,… ,en} 为 K" 的 典 汇 基 . 
合 题 3.5.10 映射 


0 €E Sn A E Mx(n,n) 


是 群 5% 到 可 逆 和 矩阵 的 群 GL(n,K) 中 的 一 个 单 射 


征明 : 攻 0 0 属于 Sn. 4woc 是 用 4 oo|jp = 一 {ei 上 
eo'oo(i)} 来 定义 的 . 但 这 正好 是 映射 Ajlsp = 一 {ei 上 eo(i)} 和 和 
4。 | 一 {ei Fy ec 让 的 复合 ， Bj A,, oo 一 4 ' 0 A,. 二 


例 3.5.11 考察 元 素 o € 53, 使 得 o(1) = 2, o(2) = 3， 


o(3) = 1. 于 是 
0 0 1 
A ==|11 0 01. 
E 1 
.0 


现在 我 们 要 研究 一 个 重要 的 不 变量 , 线性 映射 f 的 秩 . 这 
是 一 个 整数 ， 对 f 的 任意 矩阵 表示 ， 我 们 部 能 看 出 这 个 整数 
一 一 因而 称 之 为 不 变量 . 今后 所有 的 风量 到 间 都 是 有 限 维 


秩 


如 果 我 们 把 4e Mk(m,n) 理 解 为 L(K";K"™m) 的 元 素 ， 于 是 
也 可 定义 矩阵 4 的 秩 rg 4. 

注解 3.6.2 显然 ,对 feL(V;W), rgf< dim 仙 , 且 
AE Mmn), rgA<m. 

命题 3.6.3 设 D,EE 分 别 为 V 和 W 的 基 , 设 feL(V;W). 
于 是 有 


rg f= rg (Bpofo GD). 
03. 


证 明 : 注意 ，BEp 和 $j 为 同 构 . 图 
下 述 结果 表明 , 在 f 的 所 有 可 能 的 坐标 表示 中 存在 着 一 个 
特别 简单 的 坐标 表示 . 
定理 3.6.4 设 feL(V;W) 的 秩 等 于 r+. 于 是 存在 V 的 
基 DD= {di,… ,dn} 和 W 的 基 E= {el,… ,en}, 使 得 


E. | 0 7 
55 o fo ED = | 一 一 二 一 

0 0/ 六 

人 72 一 下 


Hp :UV' 一 1m fj 是 一 个 同 构 . 设 {e1,… ,er} 是 1m f 的 基 . 设 
(flo)-i(ei) = di. {di,… ,dr} 是 UV' 的 一 组 基 . 用 ker /中 的 元 
素来 补充 这 组 基 ， 使 之 成 为 V 的 一 组 基 D. 把 {el1,… ,er} 补 元 
成 W 的 一 组 基 E5. 于 是 


fldj;))=e;,， 对 1 <j<7; f(d;)=0, 对 7 >7. 


图 


推论 3.6.5 设 4e Mk(m,n)，rg 4 = r. 于 是 存在 
Se GL(m, K) 和 Te GL(n,K), 使 得 


FE. 0 
—1 _ 7 
SAT = (5 ») 


证 明 : 把 4 解释 成 fe L(K";K™m). 3.6.4 中 的 Bp, Bp 分 别 
古 瑚 "和 天" 的 可 逆 的 线性 变换 ， 于 是 能 形成 9 e GL(m,K) 和 


T € GL(n,K). 口 
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命题 3.6.6 ”在 集合 Mk(m,n) 上 可 利用 下 述 性 质 来 定义 
相似 关系 4 ~ B: 存在 Se GL(m,K) 和 Te GL(n,K), 使 得 
B= SAT. 我 们 断言 : 这 是 一 个 等 价 关 系 . 

证 明 : 我 们 来 验证 1.4.1 中 的 公理 1, 2, 3: 

1. 只 要 取 5= ,T= En, 于 是 A 和 ~ 4 成 立 . 

2. B=SAT-1 纺 含 A = S-iBT. 

3. B= SAT-! 和 C =UBv-1l 芍 含 C = (US)A(VT)-!. 口 

定理 3.6.7 Mk(m,n) 中 的 两 个 矩阵 4 和 BB 是 相似 的 充 
要 条 件 为 rg 4= rg BE {0,:… ,min(m,n)}. 于 是 在 Mk (m,n) 
中 存在 看 min(m,n) 十 1 个 相似 类 . 

汪 : 3.6.7 是 一 个 所 谓 分 类 定理 : 对 每 个 陪 集 , 我 们 可 通过 
标明 其 一 个 元 素来 特征 该 等 价 关 系 的 陪 集 . 在 我 们 的 情形 下 ， 
这 种 元 素 是 3.6.5 中 的 和 矩阵， 且 玖 是 在 其 “左上 和 角 ”. 这 些 和 矩阵 
是 用 数 7+ 来 特征 的 . 

我 们 以 后 还 要 对 其 他 不 同 的 等 价 关 系 ， 证 明 进 一 步 的 分 
类 定理 . 

3.6.7 的 证明 由 B= SAT-i 可 推出 rg B= rg A, 见 
3.6.3. 

有 反之, 由 rg B= rg 4=7r 得 出 :;。B 及 4 相似 于 3.6.5 中 
的 短 阵 . D 

在 3.3.1 及 3.3.2 中 ， 我 们 对 f € L(V;W) 守 入 了 转 置 映 
尉 *f Ee L(W*;V*)， 于 是 ， 特 别 对 A € Mk(m,n), 当 将 其 视 为 

L(K"; K™) 的 元 率 ， 入 可 赴 文 控 计 是 作 4 我 们 证 明 : 


秆 朋 : 没 DD 和 分 别 是 K" 和 Km 的 典范 基 ， 设 D* 和 加 分 
别 是 (和 "六 和 (天 ”六 的 对 偶 基 . 由 3.2.10, (K")* 典范 同 构 于 
开 "，( 开 了 ) 半 典范 同 构 于 天 了 且 D* = D, E** = E. 由 此 我 们 
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注 : 于 是 可 通过 “对 主 对 角 线 的 镜 射 ， 从 4 的 (mm) 格 式 
得 出 :4 的 (n,m) 格式 : 


U1n, mn 


@ 2 1)= ， 
3 0 1 一 


系 3.6.10 设 4Ee Mkx(m,n), Be Mxk(l,m). 于 是 有 
上 (DB4) = :AtB. 

征明 : 这 可 得 目 3.3.5, 这 时 我 们 把 4 : K" -> K" 和 B: 
Km -、K! 分 别 解释 为 线性 映射 ,把 :4 : (Km)* = Km 一 (K")* = 
K"* 和 :B:(K)* = Ki (Km)* = Km 解释 为 转 置 映射 口 

在 3.4.9 中 我 们 定义 了 线性 映射 f :V 一 W. 它 关 于 V 的 
基 DD 和 W 的 基 忆 的 矩阵 表示 为 Bg ofoBp. 现在 我 们 把 它 与 
tf :WW* 一 V* 关 于 图 Bp :W* 一 KT 和 Bp: :V* 一 K"7 的 滤 类 
阵 表 示 作 比较 : 

引 理 3.6.11 利用 上 述 记 号 ， 有 


ti(Bpof op) 一 中 站 o ‘fo Bp:. 
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证 明 : 按照 3.3.8, Bp. = 卉 Fl，@5p. = 红 F1， 这 里 我 们 已 
经 把 (K")* — 典 郊 地 恒 同 于 K", 把 天 ”典范 地 恒 同 于 天 了 这 是 
可 以 通过 典范 基 来 实现 的 . 于 是 


t(Bpofo Bp)= Bp! ofo'Bp = Bp:o!'foBe:. 


国 


定理 3.6.12 re 4= Tg +4. 

注 : 可 把 rg 4 看 成 是 由 (作为 K™ 中 的 元 的 ) 列 向 量 所 生 
成 的 K™ 的 子 空间 的 维 数 . 

“4 的 列 癌 量 正 好 是 4 的 行 辣 量 ， 它 可 作为 K"* 中 的 元 ,于 
是 今后 能 用 词 “ 列 秩 = 行 秩 ” 来 表 出 3.6.12. 

证 明 : 设 rg 4=r. 由 3.6.5, 存在 S$S 和 工 , 使 得 


1 /BE 0 
SAT =- (4 » ) 


上 1 tr-lttaea (2 0 
(95947 )=T 43= ( 0 0 


于 是 由 3.6.7 可 以 得 出 ， rg :4 = 7. 


习 吏 


1. 设 K 为 一 个 域 ， 考 察 K“, 它 有 典范 基 EE = {eil,e2}. 

(a) 证 明 : 对 每 个 pe K, B= {bi = el++pez,b2 = e2} 是 一 
组 基 . 

(b) 确定 对 偶 基 B* = { 上 好 ,好 } 的 元 素 . 

(提示 : 设 节 = aet 十 pe, 九 = Ye? 十 6e2， 并 且 再 利用 


< bj;,b» 二 < ej, 7 > 一 0. 
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2. 设 p 是 一 个 素数 ， Z, 是 具有 p 个 元 素 的 域 ，V = 25. 

(a) L(V;V) 有 和 多少 元 素 ? | 

(b) GL(V) 有 多 少 元 素 ? 

(提示 :es L(V;V) 是 用 和 矩阵 (ai;;)i;;=12 来 确定 的 ， 这 里 
flei) = 2; QijCj: ) 

3. 确定 由 序列 (zi;)ien 所 构成 的 回 量 空间 Y 的 对 侦 空 间 ， 
这 里 z; € K, 且 对 几乎 所 有 的 *eN, 有 zi = 0. 

(提示 : 注意 ,只 需 确定 在 V 的 自然 基 {ei,i Ee N} 上 的 线性 
形式 ， ei(n) 一 bin. ) 

4. 设 有 Zi1 上 的 和 矩阵 hi;, 1<i<4， 


I 4 5 9 3 
A=|-3 855 0 5| 
E 4 5 3 四 

35 -3 9 4 

5 4 -5 3 
As=|1i 5 -8 5|， 

60 7 -1 5 

5 6 5 7 

5 DT -1 1 3 5 7 

2 7 6 0 -1 -2 一 zt 
A3 = | _3 5 -5 -6 3 

5 0 3 -8 -5 -10 5 


试 对 所 有 满足 1 < i,; <4 的 i,j, 确定 出 能 够 相 乘 的 来 积 A;A;. 

9. 说 Ek € M(n,n) 为 (n,n)- 窍 阵 ， 除 了 元 取 axri = 1 外 ， 
其 他 元 素 为 0( 即 Ex = (ai;), 其 中 oj = 6ir6j1, 1 k,l1<n). 试 
确定 乘积 BerBer 


7. 设 4 = (ozi) 为 一 个 (ww 由- 矩阵 ， 对 zi< 放 有 oj =0. 证 
明 ， A" = 0, 这 里 hn = 44.…4( 乘 次 )， 


] a 0 0 
1 0 0 

A= : 7 1 | € AMfR(4,4). 
0 0 QQ 1 


试 确定 co e R, 使 得 A 不 是 可 逆 的 . 
10. 设 f:V=R 一 W=R’, f(z,y) = (z+ 3y,37++y) 是 
一 个 线性 映射 . D = {di = (1,0),ds = (0,1)} 是 R? 的 标准 基 ， 
D’'= {di = (1,1),d = (1-ID)} 是 及 的 男 一 组 基 . 试 确定 关于 
(a) VV 的 基 D 和 W 的 基 D 
(b)V 的 基 D' 和 W 的 基 D’ 
(c)V 的 基 D' 和 W 的 基 D 
的 定 阵 形式 . 
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第 4 章 
线性 万 程 和 行列 式 
4.1 ”线性 方程 组 


我 们 现在 来 讨论 线性 代数 的 一 个 特别 重要 的 内 容 . 这 里 
由 丈 营 理论 有 其 历史 上 的 起 次 


的 一 个 格式 ， 这 里 o 和 6b; 是 域 久 中 的 元 素 . 如 果 我 们 用 (ai;) 
表示 (m,n)- 和 矩阵 4, 用 (zx;) 表 示 同 量 z E K"* 和 用 (4b;) 表 示 癌 量 
be K™, 则 我 们 也 能 像 3.4.4 那 样 ， 把 它 写 成 


A(z)=0b 
或 
Ll 
| Q11 Qln | bi 
Cm1 Lmn, bm 
Ln 


3Z1 十 4zZ2 十 O073 一 1, 


07z1 十 ?7172 一 17z3 = 二 0. 
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= (一 1,1,7) 是 解 . 

注解 4.1.3 注意 ,在 4.1.1 中 ，z = (zx1,… ,zn) 是 作为 
记号 出 现 的 . 正如 我 们 即将 要 看 到 的 那样 ， 这 并 不 总 是 意味 看 
方程 组 应 该 给 出 一 个 解 . 尽管 这 样 ， 我 们 还 是 第 第 用 z 表 示 一 
个 解 . 

因为 能 把 一 个 (m,n)- 和 矩阵 4 解释 成 线性 上 映射 4 :天 ”一 
Km™, 于 是 给 出 了 一 个 线性 方程 组 就 相当 于 给 出 了 一 个 线性 上 映 
射 4:K" 一 Km™m 及 一 个 向 量 be K™. 解 z 不 是 别 的 ， 而 是 一 个 
元 素 x €E K", 使 得 它 在 A 下 被 映 全 元 双 b. 

线性 方程 组 的 基本 定理 是 : 

定理 4.1.4 设 A(z) =b 是 一 个 (m,n)- 线 性 方程 组 . 

1. 存在 性 . 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 be lm 4. 因此 这 
等 价 于 rg 4= rg (4, 弛 ). 这 里 记 (4, 已 为 一 个 (mm 十 1)- 算 
阵 ， 它 是 用 (m,1)- 算 阵 冯 将 (mm)- 窍 阵 4 辐 右 扩 张 出 一 列 而 形 
成 的 . 

2. 唯一 性 . 设 ze K" 是 一 个 解 . 它 是 唯一 解 的 充 机 条件 
是 ker 4=0 或 rg A=n. 

证 明 : 1. ze K"* 是 解 > A(z)=b < be im 4( 视 4 
为 L(K"; K™) 中 的 元 素 ). 

可 将 (4,) 视 为 L(K"t';K™) 中 的 元 票 ， 于 是 


rg (A,b)= dm im (A,'b)= dim 11m A= rg 4 
> be 1m 4. 


2. 设 ye ker A. 如 z 是 解 ， 则 z+y 也 是 解 ， 这 是 因为 
A(z+y) = A(z)+ A(y) = A(z) 二 0 =b 的 绿 故 . 反 过 来 , 如 果 z 和 
rz' 是 解 ， 则 Zz 一 xz'€ ker 4, 这 是 因为 A(z 一 x) = A(z) A(x’) = 

b 一 b= 二 0. 于 是 解 的 唯一 性 等 价 于 ker 4 = 0. 
由 2.6.7 得 出 dim ker 4=0 < dm imA=reA= 


N. 图 
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外 元 44.1.5 rg 4 = m 的 充 要 条 件 是 对 每 一 个 be K™， 


4(z) = 二 b 有 解 . 
延明 : rg 4 二 m < 1m 4 = K™. 于 是 结论 可 从 4.1.4 
中 的 1 得 出 . D 


例 4.1.6 1. A=(0,1),6=(1). rg (0,1)= rg (0,1,1)= 
1. 于 是 存在 一 个 解 ， 壁 如 说 ， zl = 0, 7x2 = 1. 然而 ， 解 并 不 是 


唯一 的 ， 这 是 因为 对 每 一 个 z1 € K, (zi1,1) 也 是 解 . 
2. TXT]1 十 2T> 一 ] 21 十 472» 一 0. 


于 是 它 无 解 . 

当 方 程 组 中 方程 的 个 数 与 未 知 量 的 个 数 相 同时 ， 4.1.4， 
4.1.5 有 如 下 的 陈述 : 

定理 4.1.7 设 4 是 一 个 (n,n)- 和 矩阵 . rg 4 =n 的 充 要 
条 件 是 对 每 一 个 bE Km"，(n,n)- 线 性 方程 组 4(z) = 5b 有 唯一 确 
定 的 解 . 

征明 : 按照 4.1.4.2, 唯一 性 等 价 于 rg A =n, 又 由 4.1.5， 
这 等 价 于 对 每 一 个 be K", 有 解 . 口 

注解 4.1.8 ”对 一 个 (n,n)- 线 性 方程 组 A(z)=b, rg 4= 
n 等 价 于 A:K" jn 是 一 个 司机 这 是 因为 由 2.6.7, rg 4=m 
或 者 im 4 = K"* 意 味 着 dim ker A =0. 显然 对 be K", 元 素 
A-(b) 是 A(z) = 的 唯一 确定 的 解 . 

定义 4.1.9 1. 称 形 如 4(z) = 0 的 线性 方程 组 为 齐 次 线 
性 方程 组 . 
”“ 2. 设 4(z) = 是 任意 的 一 个 线性 方程 组 . 于 是 称 4(z) = 
为 相应 的 齐 次 线性 方程 组 . 

引 理 4.1.10 齐 次 线性 方程 组 A(z) = 0 总 有 一 个 解 ， 即 
z= 二 0. 方程 组 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 ker 4 = 0. 
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征明 : 4(z) =0 和 > zr € ker 4. 图 

定理 4.1.11 ” 设 A(z) = 是 一 个 (m,n)- 线 性 方程 组 当 
zo 是 解 时 ， 则 每 个 z = zo 十 y 也 是 解 ， 其 中 y 是 齐 次 线性 方程 
组 4(z) = 0 的 解 . 而 且 4(z) = 的 每 个 解 z 都 能 表示 成 这 种 形 
状 . 

注解 4.1.12 当 A4(z) = 的 解 写 成 形式 z = zo 十 y, 其 中 
zo 是 特 选 的 固定 解 ， 则 尔 称 zo 为 特 解 ， z = zo + 为 通 解 . 

征明: 由 4(zo) = 及 ye ker 4A 可 得 出 A(zo 十 yy) = 4(zo) 十 
0 一 /0 

由 4(zo) = 4(z) = 得 出 4(z 一 7z0) = 4(z) -- 4(zo) = 0, 于 
是 f= zo+(z- 710), HBH A(z — 7x0)=0. 口 

例 44.1.13 


HK=Q. 

ro 二 (一 4,3,1,1) 是 特 解 . 相应 的 齐 次 方程 组 的 解 y 可 表 为 
y 二 (一 34a, 24a, 3a, 16a), 这 里 a € Q 为 任意 的 . z = (一 4 一 34a, 3 十 
24a, 1 十 3a,1 十 16a) 是 通 解 ， 其 中 a € Q 是 任意 的 . 


4.2 (rauss 消 去 法 


住 本 节 中 我 们 要 描述 一 种 计算 方法 ， 用 它 能 寻找 线性 方 
程 组 的 解 . 


定义 4.2.1 


称 两 个 (m,n)- 线性 方程 组 


4(z) 一 


和 A'(r)=b 
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是 等 价 的 ， 如 果 存 在 一 个 $e GL(m,K), 使 得 A' = $4, = 
S(b). 

命题 4.2.2 1. 在 4.2.1 中 定义 的 关系 是 在 1.4.1 的 意义 
下 的 一 种 等 价 关 系 . 

2. 两 个 等 价 方程 组 的 解 集 是 相同 的 . 

征明 : 1， 线 性 方程 组 与 其 目 身 是 等 价 的 . 由 4 = 54， 

= 5S(b) 可 得 出 4 = S-14', b= S-!1(b). 由 Ah' = 5h,4” = 

S'A',b' = S(b),b" = S'(b') 可 得 出 A” = S'SA,b" = S'S(b). 

2. 4(z) =b > S4(z) = S(b). 国 

命题 4.2.3 ”对 ; 关 J 及 ae 天 定义 (mm)- 矩 矩阵 Bi;(a) 
为 +aBi;, 这 里 五 ;与 3.4.3 中 相同 . 则 有 Bi(a) € GL(m, K). 

设 4(z) = 是 一 个 (m,m)- 线 性 方程 组 .我 们 把 4 的 第 7 行 
的 a 倍加 到 和 4 的 第 i 行 , 把 6b 的 第 7 行 的 a 倍加 到 6 的 第 i 行 , 吏 得 
到 了 等 价 的 方程 组 4'(zx) = b', 这 里 4' = Bi;(a)4,b' = Bi;(a)b. 
这 里 所 做 的 都 在 4.1.1 的 格式 之 中 . | 

证 明 : 由 和 矩阵 乘法 3.5.1 立即 得 出 Bi;(a)Bi;(-a) = B= 单 
位 矩阵 . 对 4' = Bi;(a)4 所 做 描述 的 论证 是 简单 的 . 品 

引 理 4.2.4 (m,n)- 线性 方程 组 4(z) = 5b 可 以 等 价 于 一 
个 以 行 阶梯 形式 出 现 的 线性 方程 组 4*(z) = 48*. 即 4* 中 的 元 素 
oo 具有 下 列 性 质 : 存在 7 个 整数 1 和 六 < 加 < …< 力 和 站 7 一 
rg 4, 使 得 对 7 < 五 或 者 ?> mr 有 咏 =0, 而 且 a ……a?; 天 0 

4* 是 用 形 如 4.2.3 中 的 Bi;(a) 的 矩阵 左 弱 4 多 次 而 得 到 
的 . 

汪 : 矩阵 在 行 阶梯 形式 中 的 格式 具有 下 列 形状 : 


0 Q1j) 。。。 。。， 。。。 。。。 

0 0 0 Q2j, .0 
| 0 0 0 Qnj. | 

0 0 0 0 0 0 


这 里 位 于 “阶梯 ”左边 的 元 素 全 为 零 . 
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征明 : 对 于 零 矩 阵 ， 绍 论 显 然 是 成 立 的 . 于 是 我 们 能 假设 
存在 着 首次 出 现 的 一 列 (aij ,1 <i<m), 它 不 全 是 零 . 让 它 与 
一 个 形 如 Bi) 的 适当 的 矩阵 相 乘 后 可 得 出 一 个 与 之 等 价 的 


一 亿 ， 


种 阵 A., Hal; 天 0. 骨 通 过 与 和 痊 阵 Bil | | 2 < 2 < 1, 


Qj 
相 乘 ， 我 们 得 到 了 一 个 矩阵 4”, 使 得 对 i > 1, 有 a = 0. 再 
把 4 改写 为 4. 存在 7 > 思 , 使 得 在 列 4; 中 有 元 ai; 头 0, 这 里 
i > 1. 设 j 是 具有 此 性 质 的 最 小 整数 ， 如 上 面 所 述 的 那样 ， 在 
乘 以 适当 的 B2;(1) 后 所 得 到 的 矩阵 4' 中 ， 有 a,, 关 0. 再 乘 以 


短 阵 B;2 C 加 3 i<m, 我 们 厂 得 到 了 一 个 矩阵 4”, 使 得 


我 们 可 按 此 进行 , 最 终 达 到 所 和 布 望 的 行 阶梯 形 和 矩阵 4*. 因 
为 4* 的 行 秩 =7, 及 rg 4h* = rg 4 所 以 得 到 r= rg 4. 
现在 我 们 来 描述 一 种 入 门 的 计算 方法 ， 称 为 aauss 消 去 


法 . 

定理 4.2.5 设 4(z) = 是 一 个 (m,n)- 线 性 方程 组 ， 其 
中 rg 4=7. 设 4*(z) = 4 是 与 其 等 价 的 行 阶梯 形 的 (m,n)- 线 
性 方程 组 . 

4(z) = 有 解 的 充 要 条 件 是 向 量 六 的 对 ; > r+ 的 分 量 妨 
为 零 .， 当 此 条 件 满足 时 ， 我 们 可 如 下 地 找到 解 的 全 体 ; 对 7 & 
{7 ,jr}, 可 任 选 zi 且 从 A*(z) = 入 的 第 > 行 


中 确定 出 元 素 zjr. 于 是 由 第 (7 一 1) 行 
Qr—lijr_i1Tir_1 十 其 它 项 一 bi 


中 确定 出 元 素 Vj.1) 依次 类 推 . 


延明 : b* € Im 4 等 价 于 丰 =0, 对 ;> r， 如 这 条 件 满 

足 ， 则 给 出 了 所 摘 述 的 求解 方法 . 它 是 A*(z) = 大 因而 也 是 

4(z) = 的 所 有 解 . 这 是 因为 解 中 的 元 素 zj… ,zi 可 以 用 zi 

ji), 及 如 ,1 之 i <7r 拍 述 出 来 . 口 

例 4.2.6 我们 对 例 4.1.13 应 用 Gauss 消 去 法 求解 . 

因为 a = 1, 于 是 我 们 能 由 此 开始 ， 把 第 一 列 中 的 其 它 元 
素 变 成 零 . 与 Bzl(-2) 和 Basli(-3) 相 乘 后 ， 可 得 出 方程 组 


Ll1 十 OX3 十 T4 一 3， 


22 一 ST3 一 一 


4 一 167a3 一 3Z4 一 一 7. 
因为 这 里 元 系 os = 1 关 0, 所 以 与 Baz(-4) 相 乘 后 得 出 行 阶 棉 


T] ,十 6z3 十 Z4 = 二 3， 


LC— S873 一 一 9， 


107z3 — 374 = 13. 


我 们 现在 来 进一步 研究 在 3.5.9 中 已 引入 的 对 称 群 5 的 
结构 . 我 们 用 一 个 扩 来 标记 5， 中 的 连接 关系 : 


(0,0') ESnPo:0 €S. 


我 们 从 一 个 关于 一 般 的 (也 不 一 定 是 交换 的 ) 环 民 的 命题 来 开 
始 进 行 讨论 . 

引 理 4.3.1 设 R 是 一 个 环 ，R* 是 民 中 可 逆 元 的 习 法 
群 . 在 RR 上 定义 关系 宛 共 恩 于 zx’”( 记 为 z ~ z') 如 下 : 存在 
a € R*, 使 得 z' = aza~'. 于 是 这 给 出 了 一 个 等 价 关 系 . 

对 和 群 G, 也 可 同样 地 定义 z~ 7': 存在 ae G, 使 得 z' = 
ara- 1. 

证 明 取 a=1, 则 有 z~z 由 z = aza 可 得 出 
z = arlz'(a-l)-1， 由 z' = azra-l，z/ = az'a ”可 推出 z= 
(a'ajz(a'a) 一 . 口 

例 44.3.2 设 RR 是 环 Mgk(n,n), 则 R* = GL(n,K). 

定义 4.3.3 称 元 素 oc € 5 为 ({1,… ,n} 中 关于 元 素 i 和 
i ) 对 换 ， 如 果 对 i 取 j， 有 ol(i) =j 及 ol(j) =i, 而 且 对 所 有 其 他 
的 k€ {1,.… ,n}, 有 o(k) =&. 我 们 记 5 中 的 这 个 元 队 为 (i,7). 

汪 : 对 S1 = ld, 不 存在 对 换 . S52 = {1d, (1,2)}. 

命题 4.3.4 1. 5; 的 阶 ( 即 5 中 元 素 的 个 数 ) 为 nl. 

2. 对 > 3, 5 不 是 交换 的 . 

3. (让 (人 7) = 1d = 5 中 的 中 性 元 . 

4. 每 一 个 对 换 (i,7) 均 共 恩 于 对 换 (1,2). 

证 明 : 对 1.: 5 中 元 素 的 个 数 #Sl = 1. 假设 我 们 已 经 证 
明了 #S. -1 = (nn 一 了 DD， 对 亿 ,nn} 中 的 个 元 素 中 的 每 一 个 
元 紊 i, 集合 4A; = {oc € Snlo(i) = 引 构 成 了 一 个 同 构 于 5%_1 的 
子 群 ， 对 每 一 个 ce 5,, 可 用 下 面 的 方法 将 它 一 一 对 应 于 i 及 


对 2.: 见 例 1.2.4.3, 且 注 意 对 n> 3, 5 包含 一 个 与 53 同 


0r.:T:O- (2) =T:0-( 力 = p10 )=1. 同样 可 得 6 :7:07 (1)=2. 
对 k 4 1,2, o(k) 4 {i,7}, 于 是 oo.7T.o-'(k)==. 国 

引 理 4.3.5 ”每 个 置换 ce Sn (n> 2 ) 可 表 为 个 数 < n 的 
对 换 的 习 积 .对 o 关 ld, 只 需 < n 一 1 次 对 换 . 

和 证明: 对 o = ld 有 o = (1,2):(1,2). 设 o 大 1d, 于 是 存 
在 一 个 最 小 的 ,使 得 o(i1) = 有 N11 关 . 令 o:(i1,71) =a 对 
i 之 讶 ,有 oo1(i) =i. 当 oil = Id 时 ， 我 们 已 证 得 . 否则 就 存在 
一 个 最 小 的 io, 使 得 o1(i2) = j2 关 i2. 令 o1:(i2,j2) = ao， 对 
i < i2， 有 02(i) = i. 于 是 一 直 这 样 做 下 去 ， 总 能 得 到 一 个 ok， 
k < n 一 1, 使 得 对 < n, 有 ox(i) = 1 于 是 ok = ld， 于 是 


(7 一 分 还 是 


对 (Ll,k), 虽然 有 ol(l) = j,o(k) = i, 但 还 要 看 (1,k) 是 否 是 逆 
置 的 .特别 地 ， e(o) = (1), 这 里 /为 o 的 道 置 的 总 数 . 

命题 4.3.7 设 n> 2. 

1. 映射 


E:0E€E Sn me(o) € {+1,—1} 


是 到 飞 法 群 {+1, -1}CZ2 上 的 一 个 群 同 态 . 

2. 当 c 被 表 为 上 个 对 换 的 乘积 时 ， e(c) = (-1) 

汪 ; 在 4.3.5 中 我 们 指出 ， 每 个 ce 5 可 被 表 为 对 换 的 习 
积 . 在 这 样 一 个 表示 中 , 元 紊 的 个 数 k 不 是 唯一 确定 的 . 例如 ， 
我 们 可 以 在 已 有 的 乘积 上 再 增加 两 个 对 换 (1,2)… (1,2). 但 是 这 
个 数目 在 模 2 下 是 唯一 的 . 

4.3.7 的 和 证明: 对 1.: 


-可 oa (7)) 一 Ita (2)) 


7 一 ? 


_T 0 -e000) 0 -oO 


0o'(7)— oo’(2) py 


o(0'(j)) -olo'() _ o(0'(i) 一 ca/ 人 
0o'(7)—o’(2) o'(i)—o(7) | 
于 是 我 们 能 把 第 一 个 乘积 中 的 [I;<; 换 写成 I 们 (6;)<o;): 

对 2.: 由 1., 我 们 只 需 证 明 : 对 一 个 对 换 r = (k,l!), 这 里 
k<l, 有 e(7) = 一 1. (k,l) 是 7 的 逆 置 对 <i<l,(k,i) 和 (i,0) 
同时 为 逆 置 ,于 是 + 的 道 置 的 数目 是 奇数 . 口 

例 4.3.8 我们 把 oc € S54 写成 形 如 


1 2 3 4 
2 4 3 1/ 


这 里 ， 在 上 面 一 行 的 i 下 面 置 放 了 和 象 o(i). 利用 4.3.5 的 证 明 中 
的 记号 ， 我 们 有 


1 2 3 4 
rm- 4 3 >) 


1 2 3 4 . 
oo- 2 3 4)=id. 


于 是 e(o) = e((2,4)):e((1,2)) = (—1)(-—1)=1. 也 可 直接 从 s(c) 
的 定义 中 得 到 : 


1—2 1-—4 1-3 3-4 3-2 4-2 
Ee(o)= 一 
4—-1 4-2 4-3 3-2 3-1 2-1 


定义 4.3.9 设 n > 2. 我 们 称 侦 置换 子 群 {o e Sn,e(o) = 


证 明 |: 由 定义 知 A 二 二 ker s. 因而 我 们 能 应 用 1.4.12. 注 
意 ， 对 换 属 于 9 \4，. 口 


4.4 行列 式 


现在 我 们 来 讨论 经 典 线性 代数 中 的 一 个 重要 的 概念 . K 
表示 一 个 (交换 ) 域 或 者 更 一 般 地 是 一 个 带 有 单位 元 1 的 交换 
环 . 

定义 4.4.1 我们 把 具有 下 列 性 质 的 映射 


det : Mk(n,n)— KK 


称 为 行列 式 映射 : 
1. det 对 每 一 行 是 线性 的 . 
2. 如 两 行 相 辣 ， 则 det A = 0. 
3. det FE, = 1. 


称 值 det A e K 为 4 的 行列 式 . 
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) 王 : 
1. 目前 还 不 清楚 行列 式 上 映射 是 否 存 在 ， 稍 后 我 们 将 指 
出 : 正好 有 一 个 这 样 的 上 映射 存在 . 


2. 当 我 们 把 4e Mk(n,n) 的 第 i 行 记 为 4', 于 是 A 就 可 写 
成 形 如 


Al 
cl 
A’ : 
det : ==0，det | e; |=1 
A=A’ : 
en 
An 


命题 4.4.2 4.4.1 中 的 映射 det 具 有 下 列 更 进一步 的 性 
. 8] . 


A” A” 
DD) 


定理 4.4.3 ”行列 式 映射 可 用 4.4.1 中 的 条 件 唯一 地 确定 
出 来 ， 如果 和 窍 阵 4 是 用 其 元 素 (aij) 给 出 ， 则 有 


det A = 3 Ee(o )alo(1)* ““°* Uno(n): 
IE 


此 公式 也 称 为 Leibniz 公式 . 
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出 现在 最 后 的 和 式 中 的 许多 行列 式 是 多 余 的 ， 因 为 由 4.4.1.2， 
只 需 保 留 ( 心 … ,kn) 是 (1,… ,n) 的 一 个 置换 的 那 种 行列 式 . 
于 古 我 们 仅 需 去 证 明 : 


由 于 4.4.1.3, 对 o = 1d, 这 个 式 子 是 正确 的 . 当 c 是 一 个 对 换 
时 ， 上 式 两 边 均 为 -1, 见 4.3.7 及 4.4.2 中 的 (4.2). 在 一 般 情 
形 下 ，o 是 k 个 对 换 的 乘积 ,而且 有 e(o) = (--1)*, 见 4.3.7. 每 
个 对 换 将 行列 式 的 符号 改变 一 次 . 于 是 位 于 左边 的 行列 式 的 值 
是 (-1)* 乘 以 oc = id 时 的 行列 式 的 值 1. 口 

例 4.4.4 1. n=2. 5S; 是 由 id 及 (1,2) 所 构成 ，e(1,2) = 
-1. 于 是 


U1l  C12 
det 一 Q11 Q22 一 Q12 Q21. 
U21 422 
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构成 .于 是 


det A = 3 Ulog(1)G20(2)Q30(3) 一 3 U1.o(1)Ud27.0(2)437.0(3): 
IE4a TEA43 


det 4 的 计算 也 可 用 Sarrus 规 则 来 描述 : 


~、 Xx x /A 
/ x x Sy 


人 们 可 作出 在 3 个 对 角 线 中 的 元 取 的 来 积 之 和 ， 再 减 去 在 
3 个 光 对 角 线 中 的 元 素 的 习 积 . 

定理 4.4.5 (行列 式 乘 法 定理 ) 设 A4 和 B 是 Mk(n,n) 中 
的 元 素 . 天 是 一 个 具有 单位 元 1 的 交换 环 . 于 是 成 立 看 


det(AB) = det4.det B. 


当 我 们 将 det 限制 在 可 逆 和 矩阵 的 习 法 群 GL(n,K) 上 时 ， 则 det : 
GL(n,K) 地 K* 是 一 个 从 GL(n,K) 到 K 的 习 法 可 逆 元 权 群 K* 
上 的 满 射 . 


证 明 : 我 们 如 4.4.3 的 证 明 那 样 去 做 . 4B 的 第 i 行 可 写 
成 


> Qil; bl; ks ek; 
Ui ,Ei 
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利用 fi, = 2 buikiek 我 们 有 


ly, 
fu, 
一 >》, Qlo (1)° 。。.。e Qno(n) 。 e(o) det : 
“Son fl, 
一 det 4 . det B. 
L 
系 4.4.6 ” 当 4 是 可 鸳 时 ， 有 det4- = (det 4)-. 口 
同样 立即 可 得 出 


定理 4.4.7 设 Ae Mk(n,n). det4 基 0 等 价 于 4 为 可 道 
的 ， 它 又 等 价 于 rg 4 = mw. 
证 明 : 在 4.4.3 的 证 明 中 已 指出 det 4 关 0 等 价 于 rg 4=m. 


由 4.1.8, 这 等 价 于 4 是 可 他 的 . 口 
定义 4.4.8 ” 称 访 射 det : GL(n,K) 一 K* 的 核 为 特殊 线 
性 群 SL(n, KK). 


例 4.4.9 1. 在 3.5.9 中 我 们 对 o € 5 定义 了 置换 算 
阵 4v， 我 们 断言 : det 4。= e(o), 特别 地 ， 当 oc < hn 时 ， 
4 ESL(n,K). 

因为 oc € 5 4 EGL(n,K) 和 det : GL(n,K) 一 K* 是 
态 射 ， 所 以 由 4.3.4 及 4.3.5, 只 需 证 明 : 对 置换 r = (1,2), 有 
det 4r = 一 1. 现在 注意 4- 相应 于 单位 矩阵 的 前 面 两 行 的 对 
换 . 

2. 对 于 对 角 和 矩阵 或 一 般 的 三 角 和 矩阵 ( 见 3.5.7), 其 行列 式 
为 对 角 元 的 来 积 ail. ……ann. 当 此 行列 式 =1 时 ， 则 该 起 阵 属 


于 SL(n,K). 
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IEOn 
一 e(a- )alv-a0 “*"°* Uno-1(n) 
IC Eon 
这 是 因为 e(o-') = e(o), 且 因 为 关于 cc- e 5 的 求 和 与 对 oc € 5 
求 和 导致 同样 的 结果 ， 于 是 右边 = det 4. 口 


4.5 行列 式 展开 定理 


我 们 用 一 个 至 少 在 理论 上 是 有 用 的 公式 来 充实 关于 行列 
式 的 草 节 ， 它 表明 : 一 个 (人 mm) 起 阵 的 行列 式 可 以 允许 通过 子 
行列 式 的 计算 而 得 出 


Q11 0 Qn 
0 1 0 《一 K 
Qnl 0 Cmm 


个 n )- hE Aw 即 hx1 是 将 4 中 的 第 k 行 4* 换 成 典 
,…… ,1,… ,0) (第 ! 个 位 置 为 1, 其 它 为 0), 将 4 
中 的 第 1 列 换 成 ek 的 转 置 tex 所 得 到 的 矩阵 . 

命题 4.9.2 


>》, Qail det Ar, = 0ir det 4. 
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征明 : 设 4' = 4 和 是 将 4 的 行 4 用 e 替代 后 所 得 的 矩阵 . 
4 能 从 4 通过 4.4.2 的 类 型 为 (4.1) 的 行 运 算 而 得 出 : 对 i 关 角 ， 
用 -oz 乘 4' 的 行 4…, 再 将 它 加 到 第 i 行 4” 上 去 . 

于 是 det 44 = det hr. 将 4 的 第 i 行 4' 写 为 > ,aiiel. 于 是 


> ai det Ar 一 al det A 
| l 
= det( 将 4 中 的 4 用 二 来 替换 后 所 得 的 矩阵 ) 


L_ 

定义 4.5.3 设 4=(aii)eMK(mm), mm > 1. 

1. 对 任意 的 27 TI<27<m 我 们 用 5i;(4) 来 记 在 4 中 删 
除 第 i1 行 ， 第 7 列 后 所 得 到 的 (n 一 1,n 一 1) 和 矩阵 称 Si;(4) 为 关 
于 (i,j) 的 删除 矩阵 . 

2. 定义 关于 ai € 4 的 代数 余子 式 aii; 为 (一 1)'t' det Si(4). 

命题 4.5.4 


det Ayl 一 CUi 二 (—1)°+! det Oil (A). 


证 明 : 通过 (1 一 1) 次 相 邻 列 的 交换 ， 我 们 能 从 42 得 到 起 
阵 Bi， 对 7 < /， Bi 的 (7 十 1) 列 是 hi 的 第 7 列 ， 且 其 首 列 为 Ail 


的 第 1 列 . 
det 4i = (—1)'-! det Bi. 


用 类 似 的 (i 一 1) 次 相 邻 行 的 交换 过 程 ， 我们 能 从 Biz 得 到 炮 阵 
CH 且 有 det Bii = 一 (一 1) 一 “det Cil) 这 里 Cit 具 有 形状 


] 0 0 
0 

| ul) : 
0 


显然 有 det Ci, = det Sii( A). 国 
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现在 我 们 能 证 明 Laplace 展 开 定 理 : 

定理 4.5.5 。 设 4= (gj) e Mk(n,n), n > 1. 于 是 借助 于 
在 4.9.3 中 所 定义 的 代数 余子 式 ， 我 们 有 
> 11 Qil Qi 
> kl Okj Qk: 


注 : 右边 两 行 分 别称 为 “ 按 第 i 行 展开 ”和 “ 按 第 j 列 展 


det A = | 


开 ”. 
证 明 : 上 一 行 的 等 式 可 直接 得 自 4.5.2 和 4.5.4. 因为 
dett4 = det A4， 作 为 应 用 ， 我们 可 由 上 一 行 得 到 下 一 行 的 结 
论 . 口 
定理 和 5.6 ” 设 4e GL(n,k). 逆 息 阵 4” 在 (j,k) 位 置 上 
的 元 素 可 用 一 上 -给 出 ， 
人 古 明 : 利用 4.5.2, 4.9.4, 我 们 有 


图 

我 们 用 Cramer 法 则 来 结束 本 节 ， 它 提供 了 一 个 详尽 的 

公式 ， 用 来 唯一 确定 系数 行列 式 不 为 0 的 (n,n)- 线 性 方程 组 的 
解 


定理 4.5.7 设 在 (n,n)- 线 性 方程 组 4(z) =8 中 ，det 4 尖 
0. 于 是 解 的 分 量 z;， 1 <] < nN, 可 由 


| det b; 
detA 


给 出 . 这 里 Bj; 是 将 4 中 的 第 7 列 用 名 类 代 后 所 得 的 (n,n) 和 矩阵 . 
延明 : 将 B; 按 第 7 列 展开 后 得 到 


i 


det 已; 一 3 biaii. 
t=1 


于 是 由 4.5.6, 得 出 了 4- (5b) 的 形 如 上 述 的 x. 


例 4.5.8 
3 4 0 心 1 1 
1 1 2 2 一 1 , 
3 4 1 心 3 0 
其 系数 在 K = Zs 中. 
3 4 0 
det |1 1 21=3+4 一 4 一 4= -l=4, 
3 4 1 
1 
= 4. 
det 4 
1 4 0 
ri=4det | 工 工 地 | =40-3-D)=1, 
0 4 1 
3 1 0 
rr=4det [1 1 5| =45+I- 刀 =2 
3 0 1 
3 4 1 
ra=4det [1 1 1| =43+4-3-3)=4 
3 4 0 


2. 试用 初等 变换 确定 矩阵 


3 3 3 7 
-3 0 -1 一 4 
4 1 2 7 
6 -3 0 3 
一 和 5 2 3 


的 秩 . 
3. 设 4 是 一 个 (m,n)- 和 矩阵 ，B 是 一 个 (n,m)- 算 人 站 阵 ， 且 
n <m. 问 (m,m)- 和 矩阵 4B 是 可 逆 的 吗 ? 


4. 试 将 置换 ( 5 4 5 4 2 1 ) 表 为 对 换 的 乘积 


5. 设 4" 是 {1…: ,7} 的 侦 置 换 群 证 明 : 
(a) 4 正好 包含 二 个 元 素 

(b) 4。 是 交换 的 充 要 条 件 是 < 3. 

6. 设 


0 1 1 1 
2 5 5 1 
@ | 9 和 b= (0,1,0,2). 
6 5 2 


试用 Cramer 法 则 求解 线性 方程 组 4(z) = 5. 
7. 设 4 是 域 K 上 的 一 个 (n,n)- 和 矩阵 4 的 一 个 (k,k)- 子 
矩阵 是 从 4 中 抽 去 了 (mn 一 个 行 和 列 后 所 组 成 的 起 阵 . 证 明 : 


1 1 1 
Ll1 2 Tn 
2 2 2 
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证 明 : V(xzi,:…… ,zn) = ] 1 (zx; — 2;). 

(注意 称 V(z1,… ,zn) 为 数组 (z1,:… ,zn) 的 Vander- 
mond 行 列 式 . ) 

9. (a) 设 


10. 称 窍 阵 4 = (ai;) €E Mk(n,n) 为 反对 称 的 ， 如 果 对 所 有 
2, 7 ， 有 ai 一 一 ji. 

(a) 证 明 : 当 ”= 2m 一 1, 其 中 me N( 即 nn 为 奇数 )， 则 
det A=0. 


(b) 当 n = 2m, 其 中 me N, ( 即 n 为 偶数 ), 则 成 立 
det A 


2 
1 
=- 芭 — 2, (0)ao(1)o(2)" 00(3)o(4): Ca 
IEw2m 

试 对 m =1 和 mm = 2 证 明 此 结论 . 

(c) 试 对 任意 的 me NN 证 明 (5b) 中 的 公式 . 

提示 : 称 括 号 内 的 表达 式 为 4 的 Pfa 企 式 ， 记 为 Pf(4). 证 
明 : 

PCT747) = det T Pf(A). 
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这 里 了 是 一 个 (2m 2m)- 矩 矩阵 ， 当 det 4 天 0 时 ， 则 存在 一 个 
Te Mxk(2m, 27n), 使 得 


0 ] 
一 1 0 0 
0 ] 
‘TAT = / 一 上 0 
0 0 1 
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第 ? 章 


特征 值 和 标准 形 
5.1 ”特征 值 


现在 我 们 来 研究 线性 映射 的 一 个 更 进一步 的 不 变量 . 不 
过 ,在 这 里 我 们 必须 要 求 域 满 足 菜 些 性 质 ， 本 书 的 后 续 部 分 将 
越 来 越 多 地 限制 所 取 的 域 为 实数 域 及 和 复数 域 C. 对 数 域 C， 
所 谈 及 的 不 变量 总 是 存在 的 . 

现在 我 们 不 再 只 考虑 有 限 维 向 量 空间 . 

定义 5.1.1 设 V 是 域 K 上 的 一 个 同 量 空间 . 

1. 设 f:V 一 V 是 线性 的 . 称 和 EK 为 f 的 特征 值 ， 如 果 
映射 

(f -A id): VV 


具有 一 个 非 零 的 核 . 

2. 设 和 是 f 的 特征 值 ， 则 称 ker (f 一 入 1d) 为 相应 于 入 的 
特征 空间 ， 称 元 素 ze ker (f 一 和 1d) 为 相应 于 特征 值 和 的 特征 
癌 量 ， 

3. 讽 4 是 天 上 的 一 个 (mm- 得 阵 . 我 们 可 把 4 看 成 是 一 
个 线性 映射 4 :天 "一 天 "于 是 也 可 定义 4 的 特征 值 、 4 的 特 
征 空 间 和 特征 辐 量 等 概念 . 

注解 5.1.2 我 们 说 入 是 站 :YY 一 站 的 特征 什 ， 这 如 意 味 
看 V 中 存在 一 个 z 关 0, 使 得 f(z)= Mx. 当 f = 4E Mk(n,n) 
时 ， (n,n)- 线 性 方程 组 (4 一 入 En,)(z) = 0 必 有 一 个 解 z 冯 0. 

例 5.1.3 如果 ker f 关 {0}, 则 0 € K 是 f 的 特征 值 ， 如 
果 rg A <n, 即 如 果 4 是 不 可 逆 的 ， 则 0 是 4e Mk(n,n) 的 特 
征 值 . 
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我 们 考虑 在 RR 和 C 上 的 (2,2)- 和 矩阵 
4 (0 ee) 
sin CQ COS OQ 


假设 和 是 4 的 特征 值 . 这 就 是 说 , 存在 z= (zl,z2) # (0, 0), 
使 得 


cosQ 2Z1 一 Sina 2Z2 一 人 AZ1 = 0, 


SINQ 2Z1 十 cosaQ ZzZo 一 AZo = 0. 


det ( S07) 一 SIinaw ) = 入 -2Mcosa+1=0 


siN CQ coOS CQ 一 人 入 


a = 二 0 或 +. 因此 入 = 十 1 或 一 1. 
在 所 有 其 他 的 情形 中 , 和 矩阵 在 及 中 没有 特征 值 ,特征 值 仅 
在 C 中 ， 妈 cosa 土 1sina. 


定义 5.1.4 。 设 4= (aij) e Mk(n,n), 所 谓 4 的 特征 多 项 


式 是 指 用 
xA(t) = det(tE,— 4) 


所 给 出 的 多 项 式 . 

注解 5.1.5 1. 注意 ， 的 下 家 是 克 人 
样 的 一 个 (n,n)- 答 阵 的 行列 式 ， 这 个 答 阵 的 元 又 不 是 属于 一 
域 ， 而 是 属于 一 个 环 ， 即 系数 取 在 天 中 的 多 项 式 环 Kt. 

2， 设 p(t) = jien 9it* 是 一 个 系数 在 域 KK 中 的 多 项 式 . 
如 果 an 关 0, 且 对 i > n, 有 ai= 0 则 称 z 的 的 阶 为 mw， 记 为 : 
Grad p(t)， 对 零 多 项 式 ， 即 对 所 有 i,ai; = 0, 则 定义 它 的 阶 为 


一 OOO， 
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3， 设 p(t) € KIt 的 阶 n > 1 称 入 ee 天 是 pp 的 的 零 氮 
(或 根 )， 如 果 p(X) = 0. 注意， 如 果 和 是 p(t) 的 零点， 则 p(t) 
可 写成 (t 一 入)q(t), 这 里 Grad q(t) = Grad p(t) 一 1. 这 
是 因为 p(t) = p(t) 一 p( 和 A) = 2 ai(t? 一 入 )， 而 (# 一 入 ) 形 如 


i>1 
(tA)(t 1! +t 和 A+.…++ 入 ). 


命题 5.1.6 设 4= (ai;) €E Mk(n,n). 于 是 xalt) 的 阶 为 
n. 精确 地 说 ， 如 果 我 们 将 Xa(b 写成 如 并 2 aiti, 于 是 对 i> no 
有 ai = 0, an = 1,an_1 = 一 > ai Qo0 = (~—1)" det A. 也 称 
一 Qn-1 为 4 的 迹 ， 记 为 LrA. : 

证 明 : 考察 在 行列 式 公 式 5.1.5 中 关于 o = 1d 的 求 和 项 : 


(t — a11)*…- (t — ann) =t — > ,anit™! 
在 所 有 剩 下 的 其 它 求 和 项 中 过 到 形 如 (t 一 ai;) 的 因子 的 次 数 只 
能 <n 一 2 次 . 于 是 上 述 的 乘积 给 出 了 关于 t* 和 如 一 的 系数 


如 将 t= 0 代入 ， 永 得 到 了 xa(t) 中 的 第 系数 . 口 
例 5.1.7 


引 理 5.1.8 设 4 和 4h' 在 环 Mk(n,n) ( 见 4.3.1) 中 是 互相 
其 罗 的 元 系 ， 则 成 立 
XA(t) = xa'(t). 
证 明 : 4 与 4' 共 固 表 明 4 = TAT-!, 这 里 全 € GL(n,K)， 
见 4.3.1. 于 是 成 立 (tE, 一 4) = T(E 一 A)T-!. 因此 ， 由 4.4.5: 


XA'(t) = det(tE, — A'’) = det T'. det(tE,, — A): detT™ = xalt). 


图 


命题 5.1.9 设 f1:V 一 V 是 线性 的 . 特征 多 项 式 xj(t) 
定义 为 xX4(t). 这 里 4= BpofoB5 是 /的 一 个 矩阵 表示 
的 行列 式 det f 及 f 的 迹 分 别 定义 为 det 4 和 TrA. 这 些 定义 与 
矩阵 表示 的 选取 无 关 . 

证 明 : 注意 ， det 4 及 Tr4 作 为 xa(t) 的 系数 而 出 现 ， 见 
5.1.6. 于 是 由 5.1.8 及 3.4.12 就 得 出 了 结论 . 加 
现在 我 们 来 讨论 在 上 面 所 导入 的 概念 之 间 的 一 个 基本 的 


关系 . 
定理 5.1.10 A 或 f 的 特征 多 项 式 的 根 一 一 对 应 于 4 或 
f 的 特征 值 . 

证 明 : 我 们 限于 对 ("m)- 窍 阵 4 进 行 讨 论 ， 于 古 成 立 : 


和 是 特征 值 => rg (4 一 和) <n < 人 > X4( 和 ) = 0. 


国 


例 5.1.11 1. 由 5.1.7, 矩阵 4 的 特征 值 是 (t 一 1)(t* 十 1) 
的 根 . 于 是 和 = 1 是 特征 值 ， 且 对 K = R, 这 是 唯一 的 特征 值 . 
对 KK = C, 土 也 是 特征 值 . 

2. 在 例 5.1.3 中 对 K = CC, 已 存在 了 特征 值 cosa 土 1sina. 
当 情 形 a = 0 或 a = "+ 时， 必须 把 它们 计算 2 次 ， 对 于 重 数 的 定 
义 ， 可 参见 5.2.7. 

3. 设 4 - (ay) 是 一 个 三 角 和 矩阵 ， 见 3.5.7， 于 是 x4(t) = 
(t 一 Ql11)*……(t 一 ann): 即 特征 值 位 于 对 角 线 上 . 


3.2 ”标准 形 、 初 等 理论 


现在 我 们 来 研究 ， 在 (n,n)- 和 矩阵 的 共 纯 类 中 '( 见 4.3.1) 是 
否 存 在 一 个 特别 简单 的 表示 . 将 它 与 3.6.7 中 相似 矩阵 的 分 类 
问题 作 比 较 . 对 此 我 们 需要 假设 特征 多 项 式 可 分 解 成 线性 因 
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子 . 一 般 地 ， 这 意味 着 关于 基 域 天 的 一 个 条 件 . 在 天 = C 的 
情形 ， 这 个 条 件 总 是 满足 的 . 这 里 所 考察 的 向 量 空间 是 有 限 维 
的 . 

定理 5.2.1 1. 矩阵 4e Mrk(n,m) 共 恩 于 对 角 和 矩阵 的 充 
要 条 件 是 在 K" 中 存在 着 一 组 由 和 4 的 特征 向 量 所 构成 的 基 


B={b1,:... ,bn}. 


我 们 在 这 里 把 4 理解 为 线性 映射 . 
2. 线性 映射 :TY rr 人 站 具有 一 个 由 一 个 对 角 和 矩阵 组 成 的 
笔 标 表 不 BBofo@Bp 的 充 要 条 件 为 所 属 的 基 是 由 特征 向 量 所 


_ 5 于 是 由 3.4.10| 和 类 阵 多 po fo 中 二 -1 是 用 
_ (6 ) 给 出 的 ， 反 过 来 ， 如 果 BpofoBs' 有 
, 则 有 f(b,) yb 站 


矩阵 4 = ( 5 1 ) 不 共 癸 于 对 角 矩 隆 ， 其 特 


征 多 项 式 为 人 -112, 于 是 入 = 1 是 其 唯一 的 特征 值 ， 特 征 向 量 
是 由 方程 4(z) = z 所 确定 的 ， 于 是 xz1 + za = zl,za = z2. 于 是 
z 二 (1,0) 的 倍数 是 唯一 的 特征 癌 量 . 

如 我 们 所 见 ， 4 的 特征 多 项 式 确 实 是 二 阶 的， 但 并 不 具 
有 两 个 不 相同 的 根 ， 见 5.2.9. 

引 理 5.2.3 设 f:V 一 > V 是 线性 的 . 设 六 是 
f 的 非 零 特征 癌 量 ， 它 们 有 互 不 相同 的 特征 值 和 1,… ,入 则 

… ,b; 是 线性 无 关 的 . 

证 明 : 我 们 对 > 施行 归纳 法 . 对 > = 1, 结论 是 显然 的 . 假设 
(7 一 1) 时 结论 已 经 证 得 ， 于 是 在 引 理 的 假设 下 ， {61,:… ,b.-_1} 
是 线性 无 关 的 . 
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考 轩 形 如 >-lioiui =0 的 天 系 式 . 于 是 在 该 式 两 边 作 用 了 
(f 一 和 1d) 后 就 得 到 了 > Qi( 和 i 一 入 r)bi = 二 0. 因为 Ai 一 和 Xr 关 0， 
于 是 得 出 :;: 对 i<7r, 有 ai = 0, 于 是 亦 有 or = 0. 口 

我 们 从 5.1.10 得 知 , 特征 多 项 去 的 根 对 应 于 特征 全 . 于 古 
我 们 插入 一 段 对 多 项 式 的 一 般 的 考察 . 

对 于 域 K 上 的 多 项 式 环 KK 中 的 结构 ， 其 根本 的 重要 性 是 
所 谓 “ 欧 儿 里 得 算法 的 有 效 性 . 下 面 我 们 来 讨论 整数 环 Q 中 
的 “市 余 除 法 ”的 下 列 类 似 结果 ， 可 参见 1.4.11 的 证 明 . 

定理 3.2.4 设 plt) 和 q(t) 是 系数 在 K 中 的 两 个 多 项 式 ， 
日 

Grad p(t)= 二 n>0 太 Grad q(t)=m>0. 


于 是 存在 看 唯一 确定 的 多 项 式 m(t) 及 "7(t), 使 得 
p(t) = m(t)a(t) +7(t) 且 Grad (t)<m. (5.2) 


Grad m(t) = nn 一 m， Grad r(t) < m, 也 包括 7(t) = 0， 即 
Grad r(t) = 一 00 的 情形 . 


我 们 指出 ， 条 件 (5. 2) 唯一 地 确定 了 系数 ck 和 di. 
为 此 ， 我 们 对 上 述 所 写 出 的 多 项 式 m(t)，q(t),，7(t) 实 施 
(5.2) 的 右边 的 乘法 和 加 法 ， 再 把 上 的 不 同 索 次 所 包含 的 系数 
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与 左边 p(t) 相 应 的 虎 次 的 系数 相 比 较 . 我 们 发 现 对 每 个 满足 


[AA 


Qn—_j 一 > Cn—i—ibi 
对 7 = 0, 有 an = cn-mbm. 由 此 可 确定 出 cn_m. 如 果 已 按 此 方 
式 确定 了 cn_i_j， 这 里 mi 了 > > n 一 m 一 7, 则 上 述 关 于 值 7 的 
方程 给 出 了 系数 cn mi 
在 以 此 方式 确定 了 所 有 的 ck， 0<k<n-m, 以 后 ， dm 
0<n 一 7 < m, 就 可 由 方程 


来 确定 . 四 
系 5.2.5 ” 设 p(t) e K 轩 是 一 个 阶 n> 1 的 多 项 式 ， 和 EK 
是 p(t) 的 零点 ( 即 p(X) = 0) 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 阶 为 n 一 1 的 
多 项 式 ml(t), 使 得 


p(t) = m(t)(t — A\). 


证 明 : 当 p(t) 有 一 个 这 样 的 表示 时 ， 则 有 p( 和 ) = 0. 反 过 
来 ， 我 们 从 5.2.4 知 道 ， 对 p(), 利用 q(t) = 上 一 六 有 形 如 p(t) = 
m(t)(t 一 入 ) 十 7(t) 的 表示 ， 这 里 Grad r(t) < Grad (t—- 入 )=1. 
于 是 7r(t) = do = 常数 ， 当 p(X) = 0 时 ， 则 成 立 0 = p(X) = 
m( 和 A)(A ~ A)+do = do. 口 

定义 5.2.6 我们 说 阶 n> 1 的 多 项 式 p(t) = "aiti ce 
下 由 能 完全 分 解 成 线性 因子 ， 如 果 在 天 中 存在 (不 必须 互 不 相 
等 的 ) 元 素 Xi,…… ,》Xn， 使 得 


p(t) = an(t — MA) (to Mn). 
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称 和 i,1<i<n, 为 p(t) 的 零点 (或 根 ). 
/ 王 ， 
1. 称 和 为 堆 点 ”是 确切 的 . 因为 显然 有 p( 和 A;) = 0, 而 对 
A 4¢ {A1,… ,An}, 有 P(A) = anTIL(A- A) #0. 
2. 集合 {A1,… ,和 An} 中 个 元 素 并 不 需要 互 不 相同 . 我们 
可 在 此 集合 上 将 恒 同 关系 定义 为 等 价 关 系 , 并 在 陪 集中 选择 代 
表 元 素 . 当 把 这 些 代 表 元 素 记 为 {11,… ,4r} 时， 我 们 有 
补充 5.2.7 设 5.2.6 中 的 p(t) 形 如 


p(t) 一 anlt 一 AL) ”1 ... (+ _ pr)™, 


且 {jp1,… ,Ar 中 元 素 互 不 相等 . 于 是 称 mj; 为 零 氮 凡 的 重 数 . 

注解 5.2.8 1. 显然 有 > ;1 mj; 二 n. +r 是 介 于 1 和 nn 之 
间 的 一 个 整数 ， nj > 1. 

2. 存在 着 这 样 的 问题 ,是否 每 个 多 项 式 p(t) eE 五 由 都 能 分 
解 成 线性 因子 . 这 是 关于 五 的 一 个 条 件 . 譬如 对 天 = 及, 这 是 
不 满足 的 ， 例 如 我 们 可 以 考察 p(t) = 妃 +1. 但 如 把 p(t) 看 成 是 
C[t] 中 的 元 素 ， 则 有 表示 p(t) = (t 一 1)(t+1). 在 域 的 理论 中 ， 要 
研究 哪些 多 项 式 z(b € Kt 可 分 解 成 线性 因子 的 问题 .我 们 总 
能 把 一 个 给 定 的 域 扩 张 成 一 个 域 , 使 得 在 这 个 域 中 所 有 的 多 项 
式 可 分 解 成 线性 因子 . 我 们 只 限于 引用 所 谓 的 代数 基本 定理 : 

“每 个 多 项 式 p(t) € C 团 可 分 解 成 线性 因子 ”， 
而 对 其 证 明 ， 存 在 看 一 个 利用 郴 数 论 方法 的 简单 的 证 明 . 

3. 我 们 在 这 里 叙述 这 个 定理 的 一 个 简单 的 推论 ， 称 它 为 
实 多 项 式 的 基本 定理 : “每 个 多 项 式 p(t) € 及 由 可 分 解 为 工 阶 
和 2 阶 多 项 式 的 乘积 . 我 们 在 稍 后 将 需要 它 . 

证 明 可 直接 地 得 上 自 注 解 2 的 能 被 考虑 成 C 册 中 的 多 项 
式 ， 于 是 可 分 解 成 线性 因子 : 


p( 世 三 an 一 和 (一 An 其 中 入 EC. 
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因为 p(t) 的 系数 是 实 的 ， 所 以 z(t) = p(t), 于 是 
(一 At 一 An) 一 (人 一 和 (人 一 和 no) 


即 和 ;和 入 ;都 是 p(t) 的 根 . 当 A 入 j 关 入 时 ， 则 存在 k, 使 得 入; = 和 x. 
两 个 因子 (t 一 和 ) 和 (t+ 一 和 x4) = (t 一 入 j) 的 乘积 是 实 的 2 次 多 项 式 


(t—Aj)t— A;)=t Ny t+ A)t + AN. 


标准 形 的 初等 理论 所 达到 的 顶峰 是 

定理 5.2.9 设 f:V 一 V 是 线性 的 . 当 Xxy(t) 完 全 分 解 
成 线性 因子 xy(t) = (t 一 和):…(t 一 入 n), 且 其 中 的 根 互 不 相同 
时 ， 则 了 是 具有 形 如 (6i; 和 j) 的 坐标 表示 . 

空间 V 是 由 相应 于 入 ;的 n 个 特征 癌 量 所 构成 的 1 维 子 空间 
Vs( 和 i) 的 直 和 . 

特别 地 ， 如 果 xa(t) 完 全 分 解 成 线性 因子 ， 且 有 互 不 相同 
的 根 ， 则 4 € MK(mm) 共 宏 于 一 个 对 角 雹 阵 . 

证 明 : 对 每 个 i, 令 b; 是 相应 于 入 ;的 非 零 特征 同 量 . 按照 
9.2.3, B= {01,… ,bn} 是 目 由 的 , 且 包 含 n = dimV 个 元 素 . 
于 是 B 是 一 组 基 ， 现 在 结论 可 得 目 9.2.1. 口 


5.3 Hamilton-Cayley 定理 


设 V 是 K 上 的 一 个 n 维 向 量 空间 . 我 们 固定 一 个 线性 映射 
fe L(V;V). 于 是 可 由 此 确定 出 环 K 上 由 到 环 L(V;V) 中 的 一 个 
态 射 ， 它 对 于 进一步 的 理论 有 着 根本 的 意义 . 

定义 5.3.1 设 f:V 一 >V 是 线性 的 . 定义 映射 


vr :Kltl— L(V;V) 
如 下 : 对 多 项 式 p(t) = ;ait', 让 它 与 线性 映射 
wi(p(t)) = p(f) = Dif :VoV 
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相对 应 . 

注 : 注意 ，L(V;V) 是 一 个 环 (甚至 还 是 一 个 K- 代 数 ). 于 
是 有 > ;ai 产 <EZ(ViV). 这 里 ， 用 代表 恒 等 元 1dv. 
5.3.1 中 的 映射 wy 是 一 个 环 态 射 (甚至 还 是 


我 们 也 用 K[ 有 来 记 lm wy. 

证 明 : 显然 ;是 线性 的 . 于 是 只 需 证 明 wi(t*)wi(t) = 
wf( 克 +t!). 而 这 也 是 显然 的 : fr*f' = +. 口 

Hamilton-Cayley 定理 是 : 

定理 5.3.3 设 feL(V;V),xs(t) e KL 由 是 Ff 的 特征 多 项 
式 ， 于 是 (xs(t)) = xs#(f) = 0€ L(V;V). 

证 明 : 如 我 们 在 5.1.5.1 中 已经 注意 到 那样 ， 在 4.4 和 44.5 
中 所 阐明 的 行列 式 理论 ， 对 元 素 在 交换 环 民 中 的 矩阵 来 说 ， 也 
是 成 立 的 . 现在 我 们 选取 RR 为 L(V;V) 的 子 环 K[f] = 1 wy. 

设 B= {01,… ,bn} 是 V 的 一 组 基 ， B* = {bi,… ,以 } 是 其 
对 偶 基 . / 的 矩阵 才 示 BpofoBs 是 用 4= os) 给 出 的 这 
里 agi; =< 6b*,f(b;) >. 于 是 特别 地 ， 有 


>》 (fo 一 Qil)(ti;) =0， 对 所 有 的 (5.3) 


2 


考察 元 素 在 天 [月 中 的 矩阵 / 妃 - 4 = (1655 ai). 如 在 4.5.1 和 
4.5.2 中 那样 ， 我 们 定义 (fB 一 4) = ( 简 记 为 )4ua( 记 ,于 是 


> (16 — au) det Ar(f) = din det(fE — A)= 6ixxs(f). 
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将 此 方程 式 应 用 于 一 个 基 元 素 b; 上 , 并 关于 i 作 和 . 利用 (5.3)， 
可 以 得 出 (注意 ，K[f] 是 交换 的 ): 


0 = 2》, det Axi(f) > (76i — au)(bi) = Xxs(f) (br). 
I i 


口 

作为 9.3.3 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 : 

定理 5.3.4 设 f:V 一 *V 是 线性 的 ， 于 是 存在 恰好 一 
个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 jy(t), 使 得 每 一 个 满足 p(f) = 0 的 多 
项 式 p 的 都 是 py 的 的 倍 式 . 特别 地 ，j(t) 是 特征 多 项 式 xy(t) 
的 因 式 . 

定义 5.3.5 称 上 述 所 定义 的 多 项 式 j(t) 为 f 的 极 小 多 
项 式 . 它 是 首 项 系数 为 1 的 最 小 阶 的 非 零 多 项 式 ， 使 得 当 用 f 
去 替代 t 时 ，V 成 为 它 的 零 空间 . 

9.3.4 的 证 明 : 用 Nj 由 来 记 使 p(f) = 0 的 多 项 式 p(t) € Kt 
的 集合 ， 即 对 有 所 有 zz EV, 有 p(f)(z) = 0. 当 p 冯 0, 首 项 系数 应 
为 1. 

按照 5.3.3,，x(t) = xy(t) 属 于 Nj 器， 于 是 在 NWy 由 中 存在 
一 个 最 小 阶 的 多 项 式 p(t) 三 p(t) 际 0，A 直 的 阶 < x(t) 的 阶 
=n 二 dm V. 


设 p(t) €E Njyltj,p(t) 冯 0. 欧 氏 算法 5.2.4 给 出 了 公式 


p(t) = m(t)p(t) + 7(t), 


且 Grad rt < Grad p(t)j， 由 p(f) = 0 及 AMP) = 0 得 出 
r(f) =0, 于 是 由 p(s) 的 定义 知道 7(t) = 0 

现 设 w() 是 如 上 所 定义 的 极 小 多 项 式 . 于 是 (四 是 u(t) 的 
倍 式 ， 因 为 这 两 个 多 项 式 的 首 项 系数 均 为 1, 所 以 得 出 w(t) = 


u(t). 口 
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我 们 再 重 提 在 5.2 中 所 提 到 的 线性 映射 的 简单 的 矩阵 表示 
的 问题 。 作 为 目前 的 结果 ， 我 们 指出 

定理 5.3.6 fe L(V;V) 具 有 一 个 三 角 和 矩阵 的 坐标 表示 
的 元 要 条 件 为 xy 的 完 全 分 解 成 线性 因子 . 

征明 : 设 BofoB := Ah= (ai;) 是 一 个 (上 ) 三 角 和 窍 阵 ， 
即 对 i > 7, 有 ai; = 0, 见 3.5.7.3. 于 是 ( 域 -~ 4) 也 是 上 三 角 矩 
阵 ， 且 由 命题 5.1.9, 对 Xx4( = xy(t), 可 以 得 到 : 


Xf(t) = (t— a) (t — ann). 


反 过 来 ， 现 设 Xxj(t) = (t 一 和 和 1)……(t 一 么 )， 我 们 对 nn 运 
用 归纳 法 ， 利 用 三 角 和 矩阵 去 证 明 f 的 毕 标 表示 鲁 o fo 名- 的 存 
在 性 . 对 n = 1, 结论 显然 是 正确 的 . 现 设 对 ff : Y 一 > 六， 
dim V' = 二 n 一 1, 结论 已 被 证 得 . 
现 对 f :V 一 > V, 考察 对 应 于 特征 值 和 的 非 零 特征 向 量 

. 设 U 是 由 嫉 所 生成 的 子 空间 ，V' 是 U 在 V 中 的 补 ， 定义 
人 U+V' 一; V' 的 复 
合 ， 我们 断言 : 


Xf'(t) = (to M2) 人 一 和 An) 


事实 上 ， 通 过 V' 的 一 组 基 B' 补 充 b, 使 其 成 为 V 的 一 组 基 B. 
在 窍 阵 Ppofo Bs" =A= (aij ) 中 的 第 一 列 为 ail 二 0i1A1. 于 
是 (tE 一 4) 中 的 第 一 列 为 61(t 一 和 1). 与 (tB 一 4) 的 (1,1) 元 素 
(t 一 和 i) 相 补 的 (nn 一 1,n 一 1)- 和 矩阵 Si1(tB 一 4) 是 矩阵 (tE' 一 A， 
其 中 4A'= Bp'of og’ 及 EE'=(n 一 1,n 一 1)- 单 位 矩阵 于 是 有 


Xf(t) = det(tE — A)=(t—Ai)det(tE' — A')= (t— AM)xr(t), 


因而 得 到 了 我 们 的 结论 . 
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站 此 我 们 能 接 昭 对 V’ 的 归纳 假设 去 选取 基 B', 使 得 4' = 


证 明 : 在 三 角 阵 中 ， 特 征 值 排列 在 对 角 线 上 . 对 这 样 的 挫 
阵 ， 行 列 式 是 对 角 元 素 的 乘积 . 


5.4 Jordan 标 准 形 


我 们 指出 ， 对 每 个 线性 上 映射 f:V 一 了 如 果 特 征 多 项 式 
Xf(t) 可 完全 分 解 成 线性 因子 ， 则 存在 一 个 极 好 的 矩阵 表示 . 
这 个 所 谓 的 Jordan 标 准 形 在 每 一 个 共 斩 和 矩阵 的 类 中 是 唯一 确 
定 的 ， 且 能 作为 这 个 类 的 特征 ， 因 为 我 们 不 能 排除 xy( 扫 会 有 
里 数 > 1 的 根 出 现 的 情形 ， 所 以 下 面 的 概念 是 重要 的 . 

定义 5.4.1 设 和 是 f:V 一 站 的 重 数 为 mm > 1 的 特征 
值 . 我 们 也 把 f 一 和 ld 写成 一 入 . 定义 和 的 广义 特征 空间 Vj( 和 A) 
为 ker (f 一 和 )"™. 称 Vi( 和 ) 中 的 元 紊 为 广义 特征 向 量 . 我 们 用 

(和 ) 来 标记 Im (f -和 "CV. 


命题 5. 4.3 利用 5.4.1 中 的 概念 ， 成 立 
1. Vy( 和 ) 和 Vi( 和 ) 是 f 不 变 的 : 


f(Vi(N) C Vs(N); f(V#(A)) C Ve(N). 
2. 设 元 系 b; = (f 一 入 ) 六 (2)， 1 <1:< 不 为 U， 但 bk+1 一 
(f 一 和 “(y) =0, 则 {6i,1<i<k} 是 自由 的 . 
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3. V = Vi(A)@ Vi() ( 直 和 ). 
4. XHlv CA) (t) 一 (t 一 入 )™, dim Vr(A) 一 


证 明 : 为 简单 起 见 ， 我 们 将 
Vi(A), Vs (A) 


分 别 与 成 
V (N,V'(N) 


1. 得 自 f(f 一 和 )" = (f -A 和)"f. 

对 于 2. 的 证 明 ， 考 虑 关系 式 总 aib; = 0,1 < i < KK、 应 用 
(f 一 和 )*-! 后 就 得 出 aibx = 0. 于 是 aa = 0. 应 用 (f 一 和 *-? 后 ， 
得 出 az 办-1 = 0, 依 此 类 推 . 

对 3. 的 证 时 ， 注册 ， 由 2.6.7 知道 dm Y(A)+ dim VN) = 


f(bi) = Mbi + bi_1, 日 =0. 把 5,1 < <1< m1 补充 成 VV 的 一 外 
基 . 在 所 从 属 的 矩阵 表示 下 ， 前 m+ 十 1 列 在 对 角 线 上 是 入 , 在 对 
角 线 下 是 0. 特征 多 项 式 xy(t) 包 含 因 式 (t 一 和 "+t,l > 0, 于 是 
得 出 矛盾 . 

对 44. 的 证 明 ， 令 flvoa) = fo,flv'a) = 万. 如 果 4o 和 4il 分 
别 是 有 和 有 的 算 阵 表 示 ， 则 了 的 矩阵 表示 为 


4o 0 
4= (AY 


于 是 xy(t) = xp(t):xp(t). 因为 V'() 没 有 特征 值 和 的 非 零 特征 
向 量 ， xy 人 的 的 因子 是 xp 的 的 因子 . 剩 下 要 去 证 明 : Xp 人 = 
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及 jj) C Ui. 进而 ,对 1 <i<p, 有 Ui-1i 关 Ui. 这 是 因为 要 不 
然 , 应 用 (fo 一 和 ) ?后 就 有 ker (fo 一 入 )? = ker (fo 和 )? =V(N)， 
这 与 p 的 选取 相 矛 盾 . 

我 们 对 i 运用 归纳 法 来 证 明 U; 具 有 一 组 基 , 使 得 foljv, 的 和 起 
阵 表 示 是 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 且 入 位 于 对 角 线 上 ，1<i<p. 于 
是 得 出 ， 对 i= p,xjc(t) = (t— A)™. 

对 ;= 1 显然 存在 一 个 这 样 的 矩阵 ， 这 是 因为 下 是 入 的 
特征 空间 . 如果 p > 1, 则 假设 对 Ui_i,1 <i--1<p, 结论 已 经 
证 得 . 对 y € Ui\Ui-1) 我 们 有 fo(y) 一 和 Ay 十 Z， 且 z EUi_1i. 这 表 
明 ， Ui_1 的 一 组 基 能 以 上 述 论 及 的 方式 补充 成 U0; 的 一 组 基 ， 
且 在 此 基 下 ， folu; 所 从 属 的 矩阵 表示 在 对 角 线 上 为 入 , 而 在 对 
角 线 下 方 为 0. 口 

定义 5.4.4 所 谓 Jordan 算 阵 (A) e Mk(m,m) (对 元 
素 AEK) 是 指 形 如 


的 矩阵 .于 是 .jw(A) 是 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 且 aii = 和 ,aiitil = 1 
而 且 对 7 >i+1, 有 ai = 0. 

Jordan 和 矩阵 的 意义 以 下 列 结果 为 基础 : 

引 理 5.4.5 设 F:Y 一 >V 是 线性 的 ， 且 仅 有 唯一 的 一 
个 重 数 为 dimV 的 特征 值 和 A， 于 是 f 具 有 一 个 坐标 表示 Bp oo 
fo B55， 其 矩阵 是 由 放 在 对 角 线 上 的 r+ 个 Jordan 和 矩阵 J (和 )， 
. 108 . 
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1<J<r, 所 组 成 . 这 里 2 ;9 = n= dm V, 7 是 一 个 介 于 1 
到 nn 的 值 ， 且 能 使 qi > … > gq. 

注解 5.4.6 1. 如 果 f 只 有 一 个 重 数 为 dm 的 特征 
值 ， 则 有 xy(t) = (t 一 入)". 于 是 由 5.3.3, 有 (f 一 入 ) ”= 0， 即 
V = V(X). 

2. jordan 和 宅 阵 .ji(A) 是 具有 特征 值 为 和 的 (1,1)- 和 矩阵 .于 
是 当 7 =n 时 ， f 可 用 数量 矩阵 和 En 来 表示 . 在 另 一 个 极 问 的 
情形 ， 即 7 = 1 时 ， 有 Bpofo@®zs' = J,( 和 A). 

证 有 明 : 存在 一 个 最 小 的 mi,1 < mi < n, 使 得 (f 一 入 )"! = 0. 
考察 子 空间 (f 一 和 )™(V)=0z{0}. UV 是 由 f 的 特征 回 量 所 
组 成 . 对 U, 选取 一 组 形 如 {(f 一 和 (di),…, (ff 一 和 )™ (dx,)} 
的 基 . 我 们 对 这 些 dj; 中 的 每 一 个 ， 联 系 下 列 mi 个 元 素 : 


ii= (fAN™ (dj) 1l1<i<m 


和 5433 知 省 集合 D; = {dji,… ,djm, = d;},1 <j7<ki, 十 
自由 的 . 进而 成 立 


这 里 我 们 把 djo 定 义 为 0. 这 就 是 说 ; 由 ;所 生成 的 子 空间 总 
在 f 下 被 映 至 其 自身 .关于 基 D;， fly 以 Jordan 矩阵 Js () 


作为 坐标 表示 . 自由 集合 Di 1 < 7 < i, 的 和 集 Bi 是 上 自由 的 . 
为 了 看 出 这 一 点， 我 们 考虑 一 个 形 如 


Yajidjs 一 
的 关系 . 在 这 个 关系 上 应 用 (f 一 和 "1!. 于 是 得 到 


骨 应 用 (f 一 入 )" ,得 到 ajm-1 = 0, 以 此 类 推 . 可 以 得 到 : 子 
空间 0,… ,Ux 生成 了 一 个 (kimi) 维 的 子 空间 太 , 它 在 f 下 被 
上 映 全 上 自身 . fly, 关于 WV 的 基 Bi 的 坐标 表示 是 由 个 Jordan 
算 阵 Jm, (入) 所 组 成 . 

现 设 VV 了 VV. 这 表明 : 存在 一 个 m2, 1 < m2 < m1, 使 得 
(ff 一生 () 关 (ff 一 A) (V). 设 mz 是 具有 此 性 质 的 最 大 
者 . 用 {(f -Am (der 一 Am (dx,+rs)} 把 由 


{( — NN)™ (di)= (f— AN)™ tm (qd;), 
m2 <i<mi,l<7)< ki} 


所 构成 的 (f 一 入) (WV) 的 基 补 充 成 (f 一 和 )"?(V) 的 一 组 基 . 
如 上 面 那样 ， 我 们 把 dx,+; 中 的 每 一 个 编排 成 ma 个 元 又 


是 上 自由 的 . 用 Ui+; 来 标记 由 Dr,+; 所 生成 的 空间 . 如 我 们 在 
上 面 所 指出 的 那样 ， Dk,+;,1 < 7< ko 的 和 集 Ez 是 自由 的 . 于 
是 Es 是 由 Urk+; (1<j7<k2) 所 生成 的 记 中 的 一 组 基 .， fly 关 
于 EB2 具 有 一 个 坐标 表示 ， 它 将 有 个 Jordan 答 阵 i,( 和 ) 放 置 
在 对 角 线 上 . 

和 集 EB1U Es 是 自由 的 这 样 一 个 结论 可 以 如 上 面 应 用 形 如 
(f 一 各 -17,0<i< mz 一 1, 的 映射 去 得 到 El 的 自由 性 那样 地 
得 出 . 

于 是 由 此 知道 Bi1U Ez 是 i 十 训 的 一 组 基 ， fly ,vy 关于 
Ei1U E22 具有 在 定理 中 表 为 Jordan 和 矩阵 所 要 求 的 坐标 表示 . 
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如 条 人 肥 十 了 凤 夭 Y 则 我 们 继续 去 构造 全， 从 ms < mz 出 
发 .使 得 (f - Am 一 (三 十 队 ) 关 (f -Am (V)， 使 得 mms 是 
具有 此 性 质 的 最 大 者 . 经 有 限 多 步 后 ， 我 们 得 到 了 一 个 分 解 
= 机 十 十 人 D 

注解 5.4.7 在 证 明 过 程 中 我 们 把 映射 f:V 一 V 对 应 
于 唯一 的 一 组 整数 : 数 mi > … > mp 给 出 了 在 f 的 矩阵 表示 中 
Jordan 和 矩阵 的 大 小 ， 而 数 有 ,…kp 描述 了 这 种 答 阵 的 个 数 . 注 
意 : 。 miki 十 … 二 mpky = 7n. 于 是 当 mi = 1 时 ， 有 有 =n,p=1. 
当 mi = 二 nn 时， 有 k=1,p=1. z 

与 5.2.9 相 对 照 ， 对 于 特征 多 项 式 具 有 重 数 > 1 的 根 的 情 
形 ， 有 : 
定理 5.4.8 设 f:V 一 >*V 是 线性 的 ， 且 


Xt) = tp) (to Wr) 


其 中 {jn1,… ,pr} 互 不 相同 . 设 Vi(p;) = ( 简 记 为 V(1;)) 是 广义 
特征 空间 ， 1 < 7<7. 于 是 有 


V =V(1)®@:...@BV(k). 


在 上 面 的 公式 中 ， @ 表 示 直 和 ， 见 2.1.9. 
… 7， 有 V(pj)N 2p; VKk) = {0}. 

证 明 : 对 s=0,1,…, 令 {rzEV;(f -pi)’ (7) = 0} = Va(pi)- 

于 是 Vo(pi) = {0}, (ji) 是 特征 信 Wi 的 特征 空间 ， 且 对 s 充 分 

大 ， 辟 如 说 s = dim V, 有 VW(pi) =V(pi). 上 面 我 们 假设 已 经 

知道 了 和 式 》 ;1 Vs_i(1i) 是 直 和 . 对 s = 1, 这 是 显然 的 . 设 已 

经 证 明 : 


Vs (HI 人 DD'… 册 Vs (Mt1) 由 Vs—k (Wt)) 


这 里 上 满足 0<s-k < s. 对 t= 1, 这 确实 是 正确 的 . 如 果 


b; C V, (1i), 1 < ? < tC— l, bi = Vk+1(1t)) 则 由 Dji<t b; 一 0 通过 
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运用 (f 一 AL ) 可 立即 得 出 
0= >》 (fFf -pa)(bi)+(f— pb) € OD Vli) @ Vr(pe). 


i<t 一 1 i<t 一 1 


于 是 对 i<t-1, 有 b=0, 且 由 此 也 有 b=0. 对 上 和 + 运用 归 
纳 法 ， 于 是 我 们 发 现 沁 ;_1 Vs(1i) 是 直 和 |. 

剩 下 要 证 明 的 是 V(pj),1 < j < 7, 的 直 和 UU 是 整个 V. 由 
U 在 V 中 的 补 V' 不 等 于 {0} 的 假设 ,我 们 将 导出 矛盾 . 

与 5.3.6 相 类 似 ， 我 们 考虑 映射 f : V' 一 V', 它 可 从 
fly,:V' 一 V=U+V' 和 投影 +V' 一 的 复合 而 得 到 . 
我 们 第 一 个 目的 是 要 去 证 明 ; ”xp'(t) 是 xy(t) 的 因 式 . 

为 此 目的 , 我 们 注意 : 按照 5.4.5, 每 个 V(jj) 具 有 一 组 基 ， 
关于 这 组 基 川 vw ) 可 用 一 串 Jordan 短 阵 J,(j;) 放 在 对 角 线 处 
而 表示 出 来 . 

令 dim V(nj;) = ms. 把 用 此 法 对 所 确定 的 基 Bu 通过 
V' 的 一 组 基 B' 补 充 成 V 的 一 组 基 B.，f 关 于 B 的 矩阵 表示 在 
相应 于 Br 的 部 分 上 是 一 个 三 角 和 矩阵 . 由 此 可 看 出 xy 人 的 表达 


于 是 xp'(t) 是 由 形 如 (t 一 jj) "mi 的 短 的 乘积 所 构成 ， 这 里 至 
少 对 一 个 j， 有 mi 一 ms 冯 0. 考虑 一 个 这 样 的 7. 于 是 f' 在 VV 
中 具有 一 个 关于 特征 值 yj 的 特征 空间 V' 关 0. 这 就 是 说 


(f—pi)(U") = >_U CU 其 中 CT 
k 二 1 


因为 对 kk 冯 j,(f 一 Wi),) : V(px) 一 > V(px) 只 具有 非 零 的 特 
征 值 J 一 pp;, 所 以 这 个 映射 是 可 道 的 .于 是 我 们 能 对 大头 旋 写 
出 Ux = (fo p;)(Wk), Wr CV(pr). 令 


U'— 》 TH 一 711. 


天 
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于 是 有 (j 一 pj)(V0”) = V0; CV(pj), 因此 UV”* CV(p;), 所 以 由 此 
得 到 U'’ cU, 这 是 一 个 矛盾 . 口 
现在 我 们 来 叙述 关于 线性 映射 的 标准 形 的 主要 结果 . 特 
征 多 项 式 总 可 分 解 成 线性 因子 的 假设 提供 了 在 Mk(n,n) 中 的 
共 斩 类 的 一 种 分 类 .如 我 们 在 5.2.8.2 中 所 注意 的 那样 ， 这 特 
别 地 在 K = CC 时 是 成 立 的 . 
定理 5.4.10 1. 设 1:V 一 >V 是 线性 的 ， 且 xj(t) 具有 
互 不 相同 的 特征 值 {j1,… ,pr} 的 表示 : 


Xf(t) = (t— pe (to pr)™. 
于 是 了 是 广 不 变 的 子 空间 Yuz) 的 二 和 
太 三 VC 四 和 了 Cn) 


V() 中 的 每 一 个 都 具有 一 组 基 B;, 使 得 更 pi o fw )o 更 5 是 
把 Jordan 和 窍 阵 7.(0) 放 在 对 角 线 上 而 构成 的 . 
2. 议 Ace Mx (n,n), 日 


的 和 矩阵. 这 里 A(j;) 是 一 个 (mi,m;)- 窍 阵 , 它 是 把 形 如 (14;) 的 
Jordan 知 阵 放 在 对 角 线 上 的 方法 所 而 构成 的 .这 就 是 所 谓 的 
4 的 Jordan 标 准 形 . 在 上 述 每 个 子 和 矩阵 4(j;) 中 假设 Jordan 
矩阵.j(10) 是 按 m 减 少 的 次 序 排列 的 . 
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外 充 5.4.11 每 个 窍 阵 4(07) 能 用 数 偶 


mj > > mp;- 
Mk(n,n) 中 特征 多 项 式 可 分 解 成 线性 因子 的 两 个 矩阵 4 
和 4 是 共 斩 的 充 要 条 件 是 它们 具有 同样 的 Jordan 标准 形 . 
焉 朋 :了 在 YN) 中 的 分 解 已 在 5.4.8 中 证 得 .对 j 咱 vs 存 
企 看 一 个 表 为 Jordan 标准 形 的 矩阵 表示 , 见 5.4.4. 5.4.7, 它 表 
明了 在 给 定 廊 后 ， A(j;) 是 如 何 用 数 偶 { (mji, kji),1 <i< p;} 


来 确定 的 . 口 
例 5.4.12 
6 5 -4 一 号 
A_|2 3 -2 一 和 
“|1 1 0 一 
6 6 -6 -3 


XA4(t) = (t 一 1)?*(t -2)?. 于 是 Jordan 标 准 形 是 由 两 个 (2,2) 
漠 阵 A(1), 4(2) 所 组 成 的 ， 这 里 4(i) 是 由 h(i) 构造 出 来 的 ， 
m 二 1 或 2. 

对 特征 值 和 = 1, 我 们 发 现 rg (8 -4) = 2, 于 是 对 入 = 1 
存在 两 个 线性 无 关 的 特征 癌 量 ， 即 


40= (8 ?) 


对 特征 值 j = 2, 得 知 rg (2 五 - 4) = 3. 于 是 j= 2 的 特征 空间 


古 1 维 的 ， 印 | 
y= (2 引 
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5.5 ” 常 系数 线性 微分 方程 组 ( 复 的 情形 ) 


我 们 用 Jordan 标准 形 来 描述 常 系数 工 阶 线性 微分 方程 组 
的 解 . 在 这 里 ， 我 们 对 域 尺 和 C 用 一 个 公共 的 记号 五 . 
定义 5.5.1 所谓 常 系数 n 个 1 阶 线性 微分 方程 是 指 形 如 


法 (aog = 一 ae 下 构成 一 个 同 量 空间 , 这 可 如 3.2.2.2 中 那样 得 
出 . 所 以 我 们 仪 需 对 L 验 证 子 空 s 间 判 据 : 由 y= 4(y), Y= 4 ) 
可 得 出 (yy)=y-y = AlYy) — A(y) = Al(y —y) 及 (ay) = 
ay = aA(y) = A(ay). 口 
引 理 5.5.3 设 4 和 B 是 共 办 的 (n,n)- 类 阵 : B=TAT-i. 
于 是 y= A(y) 和 z= B(z) 的 解 有 关系 式 y(t) = T-(z(t)). 精确 
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T (z(t)) = (T™ (B(z(t)) = (T™ BT)(T™ (z(t))). 


国 
定理 5.5.4 设 B= (bi;) = (67 是 对 角 窍 阵 . 于 是 解 
z(t) E L = L(z = B(z)) 形 如 


eVit :z(t) EL(2Z= B(z2)) mo z(to) EK 


( 见 3.3.3.2) 是 一 个 线性 双 射 . 特别 地 ， 有 dim L=n. 

证 明 : Z(t) = 和 jzj(t) 等 价 于 (e-^*zj(t)) = 0， 于 是 得 到 
e-^itzj(t) = b; = 常数 . 对 每 个 to € R,z;(to) = e^iwb; 是 一 个 
关于 b1,… ,br 的 线性 方程 组 ， 其 系数 行列 式 不 等 于 0. 即 b € 
K" zt) EL z(to) EK" 是 线性 同 构 . 口 

例 5.5.5 


1 0 0 1 0 0OVWV1 0 OV 0 ON 
0 2 0|=[ 1 1 0jl1 2 oj 1 1 0 
0 0 -1 -5 0 1/ 作 1 0 -1A 八 -5 0 1 


由 z(t) = B(z(t)) 的 通 解 


(z1(t), z2(t), z3(t)) = (Det be”!, bse€™') 
. 116 . 


<] (t) 2bie! 
(0 | 一 区 1 [20 | 一 [0 toe . 
y3(t) 1 0 1 z3(t) be: + bsae™ 


为 了 讨论 一 般 的 情形 ， 我 们 先 来 证 明 : 
引 理 5.5.6 考察 方程 组 包 (t) = Jn(p)(w(t)). 于 是 这 个 方 
程 组 的 通 解 形 如 


rt) = = (We l<;7<n. 


wt) EL=LVW= (Mv)) vto) EK 


是 一 个 线性 双 射 . 特别 地 ， 有 dm C = 7m. 
证 明 : 微分 方程 组 是 等 价 于 7% 个 方程 式 


于 是 ewi(t) 的 n 阶 导数 等 于 0,， 即 wi(t) = p(t)e”*， 这 里 p(t) 
是 一 个 阶 < n 一 1 的 多 项 式 . 于 是 对 每 个 to € R, wj;(to) = 
pI-D)(to)er*to,1 < 7 < n, 是 关于 p(t) 的 系数 a0,… ,an-_1 的 一 
个 线性 方程 组 ， 站 系数 行列 二 个 为 0 口 
， 方 程 组 的 通 解 为 wi(t) = 


综 上 所 述 我 们 有 
定理 5.5.8 考察 yb = A(y(t)), A e Mc(n,n). 4 是 共 斩 


通 解 y(t) 形 如 y(t) = TT (z(t)), 其 中 z(t) 是 z(t) = B(z(t)) 的 通 
解 . 
上 述 的 z(t) 可 写成 形 如 3.5.6 的 微分 方程 


w(t) = Jm(pi) (w(t)) 


的 解 之 和 , 这 里 Jn(p1; ) 是 沿 着 B 的 对 角 线 放置 的 Jordan 和 矩阵 . 
对 每 一 个 to € 及 ， 


y EL=L(Yy= A(Yy)) mm yto) EC 


是 一 个 线性 双 射 . 特别 地 ， dim L=n. 口 


5.6 “及 上 的 Jordan 标 准 形 : 


矩阵 4e MR(n,n) 的 特征 多 项 式 xa(t) 不 一 定 完 全 地 分 解 
成 线性 因子 ， 见 5.1.3. 而 且 由 5.2.8.3 知 道 ， xa4 人 总 可 分 解 
成 线性 的 和 二 次 因子 . 我 们 在 对 实 和 矩阵 导入 类 似 于 5.4.10 的 
Jordan 标准 形 的 一 个 标准 形式 时 要 用 到 这 一 点 . 

我 们 现在 开始 讨论 关于 R- 向 量 空 间 V 的 复 扩 张 Vc 的 一 
个 定理 : 

定理 5.6.1 1. 设 V 是 一 个 R 上 的 辣 量 空间 . 于 是 可 
用 V 如 下 地 确定 出 一 个 C 上 的 向 量 空 间 Vc: Ve 中 的 元 素 形 如 
z 二 7 十 1y, 其 中 z 和 yy 属于 V. Vc 中 的 两 个 元 素 z = z+1%，2' = 
z' 十 iy 的 加 法 及 与 数量 y= a 十 18 € CC 的 和 腾 法 定义 如 下 : 


z+Z = 一 (z+z)+iy+y)i 72= (ar— Py)+1l(ay+ Br). 


2. 也 可 把 抱 视 为 及 上 的 回 量 空间 ,我 们 将 数量 乘法 限制 
在 域 RRCC 上 . 映射 TEV 一 7 工 十 10 € 是 一 个 从 VV 到 R- 同 


* 译 者 注 : Jordan 标准 形 也 称 为 者 尔 当 典范 形 . 
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量 空 
满足 y = 0 的 z=z++1y € Vc 也 简单 地 写 为 zx. 
3. 可 用 


间 Ve 的 RR- 线性 单 册 我们 将 其 象 集 与 V 恒 同 . 妈 我 们 把 


(-):Voc— Vo; z=2Z+1 Fr 二 一 2 一 17 


去 定义 刀 上 的 复 共 恩 上 映射 ， 且 有 (-)o(-)= id. (-) 是 (作为 
R- 向量 空间 的 ) Ve 的 一 个 同 构 ， 子 空间 VC Ve 正好 是 由 (-) 
的 不 万 元 聚 所 组 成 ， 人 


3， 对 一 个 线性 映射 f : Y 一 > V, 我们 用 fc(z + 1y) = 
f(z) 十 1f(y) 来 定义 扩张 fc :Ve 一? Ve. 于 是 fcly = f. fc 是 
线性 的 ， 且 fc(z) = fc(z). 

证 明 : 向 量 空间 的 公理 2.1.1 对 Ve 成 立 是 显然 的 . 对 2. 和 
3., 同样 也 是 显然 的 .对 于 4. 的 证 明 ， 我 们 注意 : 由 


L 


我 们 也 需要 下 面 的 结果 : 
命题 5.6.2 设 V 是 一 个 2m 维 实 向 量 空间 ， Vc 是 它 的 
复 扩 张 . 


如 忆 = {ej,em+j;1<jI<m} 是 V 的 一 组 基 ， 则 由 


(lej + ej+m) (一 lej + ej+m) 


d; = V3 ; dj; = V2 ,1 SISm, 
给 出 了 Vc 的 一 组 其 DD = D(E). 
反 过 来 ， Vc 的 形 如 


可 确定 出 V 的 一 组 基 . 对 应 关系 一 ?> D(E),D 一 BE(D) 是 一 
对 一 可 逆 的 . 相应 的 坐标 变换 


TP = Bgo ®p IC -CC 人 


( 见 3.4.11) 为 
AD (i ie) 
BE- A\E, Eb, 
pr: 1 /ip, bE, 
'B THA\iE, EE, 
于 是 矩阵 
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BEnm, Jm(a) 
一 ( 简 记 为 )J2m(a, PB). 
我 们 称 .2m(a, D) 是 一 个 实 的 Jordan 和 矩 阵 . 
证 有 明 : 结论 得 目 简单 的 换算 . DD 


现在 我 们 在 此 能 导出 实 的 Jordan 标 准 形 . 
定理 5.6.3 1. 设 V 是 一 个 n 维 实 同 量 空间 , f :VV 一 >V 


是 一 个 线性 映射 . 把 j 的 特征 多 项 式 与 成形 如 


st pa) (tt — R)™. (5.7) 


这 里 {A1,… ,和 入} 是 互 不 相同 的 实 根 ， {jr,… ,Ls,Vs} 是 互 
不 相同 的 非 实 根 ， jj = aj +16;,PB; > 0. 
于 是 VV 具有 一 个 形 如 


V = V (A1) 申 … :中 V (A.) OD V (LU 万 ) 申 … 中 V (ps, Ls): 


的 f- 不 变 子 空间 的 分 解 ， ee 个 下 和 , 在 其 中 了 (Ai) = Vjy(Ai) 
是 特征 值 为 Xi; 的 广义 特征 空间 ， dim VQ) = 

(万 ) 是 空间 va 由 Veolia) 中 的 实 子 空间 . 这 里 的 
VYc() 和 Tce( 万 ) 分 别 是 /的 复 扩 张 fc :Vc 一 Ye 的 本 征 值 1 
和 万 的 广义 特征 空间 ， dim V(pj, 万 ) = 2m;j. 

/lv ,关于 适当 的 基 的 矩阵 麦 示 能 用 矩阵 4(AN) 表 出 ， 它 
是 由 在 对 角 线 上 放置 形 如 jx.(Xi) 的 Jordan 和 窍 阵 所 构成 的 . 

flvw) 关于 适当 的 基 的 矩阵 表示 能 用 和 矩阵 'B( 万 ) 表 
出 ， 它 是 由 在 对 角 线 上 放置 形 如 (aj,PB;) 的 实 Jordan 答 阵 所 
构成 的 . 
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2. 设 4 是 一 个 实 的 (mm)- 窃 阵 . 其 xa(t) 可 写成 上 述 的 形 
式 (5.7). 则 4 共 辆 于 一 个 矩阵 妃 , 它 是 通过 把 矩阵 


A(A1), 0 , A(A7), B(H1, p11), 四 , B(Ls, Ws) 


放置 在 对 角 线 上 而 构成 的 . 

补充 5.6.4 1. 两 个 实 的 (mwm)- 和 窍 阵 4 和 4 是 共 斩 的 充 
要 条 件 为 它们 之 中 的 每 一 个 均 共 力 于 在 5.6.3.2 中 所 描述 的 同 
一 个 的 标准 形 . 

2. 一 个 标准 形 是 用 下 列 数 据 来 确定 的 : 

(a ) 根 入)… ,Ar, Hi"… ,Hsypis， 其 中 以 ; = a 十 16;, 而 
b; > 0. 


(b) 对 每 个 i,1<i<7, 用 整数 偶 
{ (mi,1, ki 1 )， 四 《1 


其 中 ma > … > mip; > 1,2751mijkij 一 0= 和 Xi 的 重 数 . 这 里 
mi 对 应 于 Jordan 矩阵 Jm,,j( 和 Ai), 而 有,; 表示 这 种 矩阵 在 对 角 
线 上 出 现 的 次 数 . 

(c) 对 每 个 j,1<j<。s， 


其 中 mi > … > mo 过 12 产 iii = 2mj; = Wj 或 应 的 重 
数 的 两 倍 ， 这 里 mj; 对 应 于 实 Jordan 短 阵 Jm (ai 0 而 好, 
表示 这 种 泪 阵 在 对 角 线 上 出 现 的 次 数 . 

证 明 : 5.6.3 得 自 5.4.10 及 5.6.2: 我 们 考虑 ff :VV 一 > V 
的 复 扩张 fc : Vc 一 ? Ve, 且 对 fc 导入 标准 形式 5.4.10. 对 
Xf(t) = Xxfc(t) 的 每 个 非 实 的 根 j; = aj 二 16;, 万 也 作为 具有 与 
1; 有 相同 重 数 mj; 的 根 . 我 们 假设 6; > 0. 于 是 在 Ye 表 为 jc- 
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不 变 子 空间 的 分 解 中 ， 我 们 有 Ye() 和 了 (万 )) 且 关 于 Ve(p)) 
的 一 个 适当 的 基 ， fclvw,) 具有 一 个 表示 ， 它 是 用 一 个 将 形 
如 .1.0) 的 Jordan 和 矩阵 放置 在 对 角 线 上 而 构成 的 矩阵 来 表 出 
的 . 
设 Jn(1j;) 是 这 样 一 个 Jordan 和 矩阵 . 即 在 Vc(y;) 中 我 们 有 
一 组 fc- 不 变 的 子 空间 及 一 组 基 {di,:… ,dm}, 使 得 


因为 fc 是 实 的 ， 即 fc(z) = fc(z). 于 是 成 立 
fcld;) = Jjd; + dj-1. 


这 就 是 说 ，{di,… ,dm} 是 Vc(j) 中 的 一 个 m 维 的 fe- 不 变 的 子 
空间 的 基 ， 使 得 fc 可 用 J (万 ) 来 表示 . 于 是 空 eMW)t ol) 

分 解 成 fc- 不 变 的 子 空间 ， 且 具有 形 如 D = {di,:… ,dn,， 

di,… ,dm 上} 的 基 ， 使 得 fc 限制 在 这 些 子 空间 上 ， 用 


来 表示 . 但 由 5.6.2, 我 们 知道 : 在 这 些 子 空间 的 实 子 空间 上 ， 
{六 于 由 刀 所 确定 的 实 基 五 = E(D), 可 用 Jom(Qj, Bj;) 来 表 出 ， 


L 


为 了 证 明 补 充 9.6.4, 我 们 注意 : 在 5.6.4.2 中 所 提出 的 数据 
(也 称 为 不 变量 ， 因 为 它们 仅 依 赖 于 共 轿 类 ) 确定 了 标准 形 . 
剩 下 要 去 证 明 : 对 两 个 互相 共 瑟 的 标准 形 , 所 有 这 些 数据 
孝 必 须 一 致 . 但 这 得 自 5.4.11, 因为 这 些 数据 与 在 那里 所 给 出 
的 数据 是 双方 一 一 对 应 的 . 
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3 一] 1] 一 ( 

9 —3 一 一 1 
4= 上: 0 4 3 

0 0 2 —4 


X4 介 三 妇 ( 达 十 2). 于 是 入 =0 是 重 数 为 2 的 实 根 . /= iV2, 有 = 
-ivV2 是 非 实数 根 . 可 以 证 明 : 对 入 = 0, 不 存在 两 个 线性 无 
关 的 特征 向 量 . 于 是 4 共 斩 于 这 样 的 一 个 和 矩阵， 其 中 J2(0) 及 
Ja2(0,V2) 位 于 这 个 矩阵 的 对 角 线 处 . 


5.7 ”线性 常 系数 微分 方程 组 ( 实 的 情形 ) 


现在 我 们 将 前 面 所 述 的 结果 应 用 到 具有 实 系数 的 线性 微 
分 方 去 程 组 . 复 标 准 形 5.4.10 与 实 标准 形 5.6.3 的 唯一 的 区 别 
是 后 者 会 遇 到 实 的 Jordan 和 矩阵 . 因此 ， 我 们 首先 对 这 种 短 阵 
去 证 明 5.5.6 的 类 似 结果 . 

命题 5.7.1 方程 组 


z(t) = J2m la, B)(z(t)) 


的 通 解 形 如 
zj 人 (划一 一 (ru(t)cosBt 十 gsinBt)ect， 
zjtm(t) = (—rO V(t) sin Bt + qo (t) cospt)e®, 


这 里 g(t) = 于 和 0 arpi,7(t) = Do bp i 是 阶 < m1 的 ( 实 ) 多 


项 式 . 对 每 个 to € R, 这 些 多 项 式 的 2m 个 系数 可 以 用 值 zj(to)， 

zjt+m(to); 1 < 7 了 <m, 唯一 地 、 线 性 地 确定 出 来 , 这 里 dm C = 
27m. 

征明: 从 5.6.2 中 我 们 知道 , 实 Jordan 和 矩阵 .2v(a,6) 共 辆 

一 个 复 的 (2m,2m)- 和 矩阵 , 而 Jmn(4), .三 ( 丰 位 于 此 窍 阵 的 对 角 
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线 上 ， j= a 二 186, 6 > 0. 对 具有 这 种 窍 阵 的 微分 方程 组 ， 我 
们 从 5.5.8 中 知道 其 解 为 : 


wj(t) = pI V(t)er; wi(t) = pI V(t)ert. 


这 里 我 们 把 阶 < m 一 1 的 多 项 式 p(t) 写 成 形 如 


利用 e# = (cos Bt 十 1sin Bt)e®', 我 们 发 现 如 同 在 5.6.2 中 那样 ， 
用 和 矩阵 Tg 可 将 从 关于 基 D = {dj,dj,1 < 7 < m} 的 复 坐 标 
{wi(t),wDj(t),1 < 7 < mj} 变换 至 关于 其 从 属 的 实 基 EE = E(D) 
的 实 坐 标 {zj(t), zjtm(t),1<j7<m}. 于 是 


1 一 1 > Wi; 二 ww; 
J V2 ) IT 一 V3 ° 
这 正好 给 出 了 上 面 的 表达 式 . 
最 后 的 结论 得 日 5.5.8. 口 


对 一 般 的 微分 方程 ， 我 们 现在 有 

定理 5.7.2 ” 设 y(t) = A(y(t)) 是 一 个 具有 实 的 (n,n)- 甜 
阵 4 的 微分 方程 组 ， 设 B = TAT-! 是 巷 于 4 的 具有 标准 形 
式 5.6.3 的 矩阵 ， 按 照 5.5.3, 只 需 描 述 方程 组 z(t) = B(z(t)) 的 
解 即 可 . 
现在 方程 组 的 解 z(t) 是 下 述 类 型 的 方程 组 的 解 的 线性 组 
， 即 对 Xxa(t) = Xs 人 的 的 实 根 {和 1,… ,和 r}, 它 是 形 如 


z(t) = Jm(MNi)(z(t)) 


的 解 ， 而 对 xa(t) = xB(t) 的 非 实 根 {j,i1,… ,ps,Ls}, 它 是 形 
如 


n> 


z(t) = Jam(Q;, BP;)(z(t)) 
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的 解 ， 这 里 jy; = aj 十 18;,B; > 0. 这 两 组 方程 的 解 前 面 已 经 描 


定义 5.7.3 设 y(t) = A(y(t)) 是 一 个 实 的 方程 组 . 称 其 
老 解 yolt) = 0 是 稳定 的 ， 如 果 对 每 个 解 y(t), 成 立 


lim |y(t)| = 0. 


t—> O00 


定理 5.7.4 方程 组 y(t) = A(y(t)) 的 零 解 yo(t) = 0 是 稳 
定 的 充 要 条 件 为 xa(t) 的 所 有 特征 值 有 负 的 实 部 ， 即 对 实 的 特 
征 值 和 ; < 0, 而 对 复 的 特征 值 1; = aj 十 16;, 其 中 oj < 0. 

证 明 : 稳定 性 显然 只 与 窃 阵 4 的 共 瑟 类 有 关 . 于 是 我 们 能 
假定 4 呈 实 标准 形 5.6.3. 在 5.7.2 中 对 解 的 描述 指出 : 

如 果 和 Ai < 0, a; < 0, 则 每 个 解 是 稳定 的 . 这 是 因为 解 是 形 
如 多 项 式 乘 以 ee 和 多 项 式 乘 以 e“ 半 的 线性 组 合 . 

但 如 果 壁 如 说 和 > 0, 则 存在 一 个 解 ， 含 有 分 量 e5; 当 
t 一 co 时 ， 它 不 趋同 于 零 . 如 果 璧 如 说 aa > 0, 则 相应 的 事实 
[L 


所 谓 nn 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 是 指 一 


TM + an_1z" V(t) + +aor(t)=0 (5.8) 


和 家 过 二 这 皇 的 ai 属 于 RR 或 C. 内 解 分 别 古 一 个 可 微 映射 


唯一 地 对 应 于 方程 组 jl) = A(y(t)) 的 解 ， 这 里 A 由 


0 l 0 
0 0 l 0 
0 0 0 l 
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相应 的 实 Jordan 和 矩阵 为 ~ 


TAT-! 一 J2(0,w), 


按照 0.7.1, 方程 组 2= Jo(0,w)(z) 的 解 为 : 


zi(t) = ~bo cos wt — ao sin wt, 


z2(t) = ~—bo sin wt + qo cos wt. \ 


于 是 通 解 z(t) 是 也 -1(z: 中 的 第 一 个 元 素 ， 即 z(t) = asinwt 十 


9 —3 2 

A= E 一 4 41E€ Ma (3, 3). 
4 -4 95 
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确定 A 的 特征 值 和 特征 空间 . 4 是 可 对 角 化 的 吗 ( 即 4 共 斩 于 


一 个 对 角 和 矩阵 吗 靖 
2. 设 

1 0 0 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 
-1 -1 1 -1 0 0 

4=| 1 o o 1 0 0 |€Mc(6,6) 

0 0 0 -2 0 1 

0 0 0 2 -4 -4 


试 确定 4 的 特征 值 .。 4 是 可 对 角 化 的 吗 ”? 

(提示 : 用 (z+ 2)2 去 除 4 的 特征 多 项 式 . ) 

3. 设 V = Ce(R) 是 任意 次 可 微 的 实 函 数 / 厂 :及 一 R 的 
向 量 空间 . 考察 自 同 态 


证 明 ， 每 个 < 有 都 是 二 的 特征 值 ， 并 确定 特征 值 为 0 的 特 


征 空 间 . 

是 否 存 在 有 限 维 的 实 同 量 空 间 的 自 同 态 ， 使 得 每 一 个 入 e 
R 是 它 的 特征 值 ? 

4. 分 解 实 多 项 式 


p(t) =#+1, q(t)=t -t+3t -3t +2t—2 


为 阶 < 2 的 实 多 项 式 . 

9. 试 将 矩阵 A e Mec(4,4) 分 类 成 Jordan 标准 形 . 

0. 议 f,g:V 一 V 是 目 同 态 ， 且 fog=gof. 证 明 如 
果 U 是 Ff 的 一 个 特征 空间 ， 则 成 立 g(UV) C U. 如 果 U 是 Ff 的 一 
个 广义 特征 空间 ， 则 9(Z) Cc UU 同样 成 立 . 
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7. 议 V = {f € Rlzl: Grad f < 5} 及 和 :V 一 VV 为 映 
射 ， 试 确定 了 的 一 组 基 ， 使 得 关于 这 组 基 为 Jordan 标准 


(b) 4 的 特征 值 》 < C 的 模 等 于 1 

(提示 : 由 4(z) = Az 可 得 出 ‘A(zx) = A-1z.) 

(c) 至 少 有 一 个 特征 值 是 + 1. 于 是 精确 地 说 ， 如 果 
det 4 = 1, 则 1 是 特征 值 . 

(d) 写 出 4 的 实 Jordan 标 准 形 . 

11. 设 Ne Mxk(n,n) 是 一 个 军 零 矩阵 ， 即 N" = 0. 证 明 : 

(a) 六 没有 特征 值 1. 于 是 E - 是 可 逆 的 . 

(b) 成 立 ， (En 一 N)-1 = DoN:. 

(c) 由 此 确定 矩阵 


C2 ND 6 心 
+ 心 CI 


1] 2 3 
0 1 2 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 


的 逆 . 
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12. 试 确 定 下 列 实 和 矩阵 的 实 Jordan 标准 形 : 
5 -3 2 9 -6 -2 

A=|[6 -4 4|1,B=|[18 -12 -31, 
4 -4 5 18 -9 -6 


3 —l1 1 一/ 

9 -3 —7 -1 
“= | 0 4 3 

0 0 2 一 4 


提示 : 对 4: 证 明 所 有 特征 值 是 不 相等 的 . 
对 B: 所 有 三 个 特征 值 是 相等 的 . 
对 C: 特征 值 全 为 0, 于 是 矩阵 是 帘 零 的 , 进而 成 立 C? = 0. 


13. 试 确定 
0 a 0 0 
0 0 aa 0 
?= | 0 0 | ‘2€ER 
a 0 0 0 
的 实 Jordan 标 准 形 . 
_. , 277 。 277 
提示 : 在 C 中 的 特征 值 形 如 atcos -人 + lsin 人 7 = 


1,2,3,4. 
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第 6 章 
度量 问 量 空间 


0.1 西 器 量 空间 


现在 我 们 要 在 RR 或 C 上 的 同 量 空间 V 上 考虑 一 个 附加 的 
结构 :数量 积 . 在 本 节 中 我 们 先 考虑 dim V < oo 的 情形 .可 
是 对 应 用 而 言 ， 某 些 无 限 维 同 量 空间 恰好 是 重要 的 , 我 们 将 在 
以 后 的 章 市 中 作 进 一 步 讨论 . 

到 表示 域 及 或 C. 设 (站 ) :C 一 C 是 复 共 斩 z = z+1y 一 >» 
z 一 2 一 见 5.6.1.3. 在 R 上 CO) :ER 一 及 等 于 ldR. 

定义 6.1.1 设 V 是 一 个 KK 上 的 辣 量 空间 ，K = 及 或 C. 
上 所谓 站 上 的 一 个 数量 积 是 指 一 个 映射 


< ，>: (zy)ETYXTYr<ZV >EK, 


它 具 有 性 质 : 

1. <az+a'zy>=a<zy> +a < zy >. (对 第 一 个 
变量 的 线性 性 质 ) 

2. <y,z>= zy3. (对 称 性 ) 

3. TF0<r,T >>0. 

我 们 称 具 有 数量 积 < ，> a s 间 V 为 西 空间 .在 K =R 
的 情形 ， 我 们 也 称 其 为 欧 氏 同 量 空 

注解 6.1.2 映射 < ， 
的 : 


<zrBPyt+B'y >=B<7r,y> + <zr,y>. 


这 可 立即 得 目 1. 和 2. 当 KK = RR 时， 这 就 是 通 弟 的 线性 性 质 . 
命题 6.1.3 考察 {V,< ，>}. 设 U 是 V 的 子 空 间 ， 于 是 
<，> 在 UxU 上 的 限制 给 出 了 U 上 的 一 个 数量 积 . 
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证 明 : 显然 . 口 
例 6.1.4 1. 在 了 = 天 "上 ， 我 们 用 


< X,Y > 三 2 &iih 


定义 典范 数量 积 ， 这 里 z = (&i),y = (mj). 
2. 设 1= [o 昌 是 及 中 的 一 个 紧 致 区 间 ， 在 3.2.2.2 中 我 们 
已 经 导入 了 连续 函数 :一 > 的 向 量 空间 C(I;R). 现在 我 们 
也 考虑 连续 函数 :1 一 C 的 向 量 空间 C(1;C), 并 对 这 两 者 统 
一 地 记 为 C(I;K). 
在 C(I;K) 上 的 典范 数量 积 定义 为 


< fg >= / f (0)g(t)dt. 


6.1.1 中 的 性 质 1, 2, 3 是 显然 的 . 

定义 6.1.5 ”考虑 { 和 < ，>}. 

1. V 中 的 元 素 z 和 vy 称 为 是 互相 正 交 的 , 如 果 < z,y >= 0. 
由 于 6.1.1.2, 这 等 价 于 < y,z >= 0. 今后 我 们 也 写 zLy 或 y 上 z. 

2. 称 V 的 子 空间 U 和 UV' 是 互相 正 交 的 ， 并 记 为 UILU"' 或 
者 UVU'LU, 如 果 对 所 有 xz EUV,z er 有 z 上 z/ 

3. 所 谓 z eV 的 绝对 值 或 范 数 是 指数 |z| = VF5> > 0 

4. 设 S={de 刀 是 并 中 的 一 个 族 . 称 5 是 一 个 标准 正 
克 系 (ON- 系统 )， 如 果 对 4= ,< dd >= lx = 1, 对 6% 
< dd >= 0. 此 外 ， 如 果 5S 是 一 组 基 ， 则 我 们 称 其 为 一 组 标 
准 正 交 基 (ON- 基 ). 

命题 6.1.6 ON- 系统 S={de 刀 是 自由 的 . 

征明 : 由 关系 式 ?2eracd = 0 可 得 到 


0 =< >》 acd L >》 andu > 二 > Groir = Do 


El KE 
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于 是 对 所 有 .ez7 有 wa = 0. 图 
例 6.1.7 我们 考察 6.1.4 中 的 例子 . 
1. |z| = V2i&i&i.K" 的 典范 基 忆 = {ei,… ,en} 是 一 个 


是 C(I;C) 的 一 个 ON- 系统 .这 是 因为 


271(m — n)t 


F 1 /” OO—— 1， mm—n=0 
[ imide DT d={ z 


特别 地 ， 我 们 考虑 情形 工 = [二 可. 于 是 由 fn() = 只 二, 我 们 
得 到 了 C([-mT];R) 的 一 个 ON- 系 统 : 
(十 廊 m 提 ) (Fm) fm(t) 
(jo) TD 1,2……} 
-{_= cosmt sinmt m = 1,2,...} 
V2T7 VT ) VT ) 》 "9 


我 们 现在 来 讨论 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 . 它 表 明 如 
何 从 {V,< ，>} 中 的 一 个 可 数 的 目 由 集合 出 发 唯一 地 确定 出 一 
个 ON- 系 统 . 

引 理 6.1.8 设 妃 = {01,b2,…} 是 西 辐 量 空 间 V 中 的 一 
组 可 数 的 (有 限 或 无 限 的) 自由 子 集 ， 于 是 存在 恰好 一 个 ON 
- 系统 D = {di, d2,…}, 使 得 
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于 是 特别 地 ， 对 每 个 上 ， 有 [{b1,……: , bx } 一 {di1,.… dh 
证 明 : 由 我 们 的 要 求 可 以 知道 ， di 被 确定 为 后. 假设 我 


们 已 经 确定 了 具有 所 要 求 的 性 质 的 ON- 系统 {di,:… ,dk_1}. 
于 是 我 们 能 置 dj 为 {di,… ,dk-1,bk} 的 线性 组 合 : 


dx = Qaxrbxr + 》 ,Bjd;. 
由 于 对 37 < k,， 有 < dk, d; >= 0 以 及 对 4i,7 < k, 有 < di, d; > 二 0ij) 
可 得 出 0 = ak < br,d; > +Bj. 于 是 


dr. = Qk (bk 一 3 < by, d; > d; ). 
7<k 


定理 6.1.9 设 V 是 西 空间 ， dm V < co. 于 是 V 具 有 
一 个 ON- 基 DD =. {di1,.… , dn}. 


考察 具有 典范 < ，> 的 K". 于 是 同 构 Bp :V 一 K"( 见 
2.5.8) 是 等 距 ， 即 


< Bp(r), Bp(y) >=< zy >. 


证 明 : 第 一 部 分 得 自 6.1.8. 为 了 证 明 Bp 是 一 个 等 距 ， 我 
们 与 山 一 Dj; €idj;,Y 一 Dj nkdk-. 于 是 
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汪 : 在 6.1.9 中 dm yY < oo 的 假设 是 本 质 的 . 在 60.3 中 我 
们 将 会 看 到 在 某 种 情况 下 是 如 何 将 上 述 绪 果 转 移 至 dm y = 
oo 的 情形 . 下面 成 立 的 结果 没有 维 数 的 限制 . 

引 理 6.1. 10 设 户 是 西 空 间 V 的 OW\- 生 成 系 如 果 对 所 


推论 6.1.11 。 设 D = {di,… ,dsj} 是 西 空间 V 的 ON 
基 ， 于 是 对 VV 中 的 z 和 vy， 成 立 
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=< zdk >—》 <z,d;><djd: > 


=< 7Z,dK > 一 < 人 Z,dk >=0. 


应 用 6.1.10, 于 是 得 出 第 二 个 等 式 . 口 
定理 6.1.12 设 V 是 西 空间 ，U 是 V 的 一 个 子 空间 . 


义 
一 tyVET;<z)V > 一 0, 对 所 有 的 rz EU 


于 是 U-- 是 V 的 子 空 间 ， 称 它 为 正 交 于 U0 的 子 空间 . 成 立 Un 
UT+={0}. 当 dim V<ooo 时 ， 则 


V=U+UL-. 


即 U- 是 U 在 2.6.1 意义 下 的 补 . 一 般 地 : 设 AcV 是 一 个 任 
意 的 子 集 . 定义 A+ = {yeEV;<z,y >=0, 对 所 有 的 ze A}. 于 
是 A 是 一 一 个 子 空间 . 

证 明 : 显然 4- 满足 子 空间 判 据 2.1.5. 现 设 dm Y = nn. 
当 U = {0} 时 ， 有 Ut = TY, 而 当 U = V 时 ， 按照 6.1.10, 有 
U+ = {0}. 于 是 我 们 能 假设 0 <k = dim U < mn 考虑 V 作 
个 带 有 谤 导 的 数量 积 的 西向 量 空间 ， 见 6.1.3. 按照 6.1.9， 
U 具 有 一 组 ON- 基 {di,… ,dx}. 利用 6.1.8 中 的 方法 ， 我 们 把 
这 些 元 素 通过 {dj41,… ,d} 补 充 成 V 的 一 组 ON- 基 . 我 们 断 


。 


7 = 了 = [ak+1 do 


事实 上 , 总 有 UCU+t. 如 果 ye U+, 则 可 写 为 y = 2 nm;d;. 于 
是 对 每 个 7 >k, 必 成 立 n; = 0, 于 是 UV- CU. 口 
我 们 回忆 3.2.5 中 的 自然 配对 < ，>:V xV* 一 > K. 对 西 
空间 V, 目 然 配对 可 用 数量 积 来 描述 : 
30 . 


.1 


o(By+B'y)= Bo(y) + BP'o(y’), 
T(By +BY )= Br(y)+B'r(y ). 


证 有 明 : o(y) EeE V* 得 目 6.1.1.1. 关于 o 的 共 固 线性 性 质 得 
自 6.1.1.2. 


对 yr = 0 令 T(y*) = 0 对 妨 关 0, 我 们 按照 6.1.12, 对 
VV 有 分 解 V =U+U-, 这 里 UVU= ker yw*，codim UU = 1， 见 
3.2.3, 于 是 dim U- =1. 在 VU- 中选 一 个 6 le| = 1. 如 果 我 们 
令 T(y*) =< e,y* > e, 则 我 们 联 得 到 了 所 和布 望 的 元 陛 : 对 z EU， 
有 < zr,T(y”) >= 0, 而 对 X=<zx,e>eE U-, 有 


<Z,TY ) >=< Zie >S<e,T(y ) >=< re ><e,y >=<y ,rT>. 


于 是 从 


<Zr,Yy>=<7,0(y) >=<7,Too0(Yy) > 


及 


< 7 >=<7,7T(Vy) >=< ZI oT() >， 
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我 们 联 可 得 出 绪论 的 其 余部 分 . 口 
推论 6.1.14 设 D = {di,… ,dn} 是 西 空间 V 的 一 组 基 . 
则 轧 是 ON- 基 的 充 要 条 件 为 其 象 集 


oD = {0o(d1),.:…: ,ol(d.n,))} 


是 V* 的 对 侦 基 D*. 

证 明 : < di,o(d;) >= 6i; 是 与 < d;,d; >= 6i; 等 价 的 . 口 

注解 6.1.15 我们 现在 在 这 里 给 出 一 个 例子 , 它 表 明了 
在 dm V = oo 的 情形 ， 6.1.12 不 一 定 成 立 . 对 于 进 一 步 的 例 
子 ， 可 参见 6.3.4.2， 
现 考虑 具有 0.1.4.2 中 的 典范 数量 积 < ,> 的 V = C(I;R). 
分 析 中 熟知 的 WelerstraB 允 近 定理 说 : 

“ 设 fe C(I;R), 于 是 对 每 个 e > 0, 存在 一 个 (依赖 于 e 的 ) 
多 项 式 p, 使 得 supyer |f(t) 一 p(t)| <e. 

我 们 考虑 在 V 中 的 多 项 式 的 子 空间 U. 显然 U 关 VV, 我 们 
指出 : 7- = {0}. 

这 是 因为 如 果 fe Ut, 则 令 maxier |f(t)| = c. 选 e > 0, 使 
得 0 < ce(b 一 a) < < 上 >, 这 里 1 = lo, 引 按照 逼近 定理 ， 存 


在 PE L， 使 得 对 所 有 的 1 ETI, 有 |f(t) 一 p(t)| < se. 于 是 


0=<f,p>=<f,f>-<f,f-p> 


~、 ff、>- / FDI — p(t)ldt 


>< ff>— feedt 
I 
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06.2 赋 范 问 量 空间 
在 西 空间 V 中 ， 我 们 对 每 个 zx EV 定义 了 汇 数 
z=V<z 7 > 


现在 我 们 来 研究 K 上 的 同 量 空 间 V, 要 在 V 上 定义 一 个 具有 一 
些 简 单 性 质 的 范 数 ， 这 里 天 = 及 或 C. 特别 地 ， 我 们 要 应 用 它 
来 定义 立 上 的 一 个 度量 及 拓扑 . 

赋 苑 空间 的 类 包含 了 西 空间 的 类 . 

定义 6.2.1 设 V 是 一 个 K- 向 量 空间 ，K =R 或 C. 所 
谓 V 上 的 一 个 范 数 是 指 一 个 映射 


| 1 :YY 一 及; zr |z|l, 


它 具 有 下 列 性 质 : 
1. |z| > 0, 且 lz| =0 仅 对 z= 0 成 立 . 


3. |z 十 y| < |z|+|y|( 三 角形 不 等 式 ). 

如 果 在 V 上 已 给 定 了 一 个 范 数 ， 则 我 们 称 V 是 赋 范 的 . 

例 6.2.2 1. 在 V= K"* 上 对 z= (&1,… ,én), 用 |z|lw = 
sup; |&i| 来 定义 其 最 大 范 数 (也 称 为 最 大 模 ). 

2. 在 V =C(I1;K) 上 的 最 大 范 数 定义 为 


| fl = maxt{|f (2)|,t € 1}. 


为 了 证 明 由 数量 积 < ，> 所 导入 的 范 数 |z| = V<7z,z> 是 
在 6.2.1 意 义 下 的 范 数 ， 我 们 先 来 证 明 : 
引 理 6.2.3 设 V 是 西 空间 . 于 是 成 立 看 所 谓 的 Cauchy 


<7rIYy> TYyS=|I<ry>| <<zr,r ><y,Yy>. 
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这 里 等 号 仅 当 z 和 yy 线性 相关 时 成 立 . 
延明 : 我 们 可 以 限于 z 冯 0 和 wy 关 0 的 情形 .由 


0<<2Z 一 Gy,Z 一 CQ > 


一 CTZ,Z> 一 QQ<Zy> 一 Qa<1Z > 十 QQ < vy,y> 


< TX,Yy> 
< yy > 


并 取 a = 可 得 出 不 等 式 . 等 号 仅 当 zx 一 ay = 0 时 成 立 . 


从 题 6. 2.4 对 西 空间 V, |z| = 
证 有 明 : 6.2.1 的 1 和 2 是 显然 的 . 
有 (z 一 2z)* < 0. 于 是 z+z < 2|zl. 
<zy>++<y,z><2|<z,y>|. 因此 利用 6.2.3, 我 们 有 


z+y =<r+y,r+y> 
~<zr>+<oyS+<LrS+<hYy> 


轩 


定义 60.2.5 、 
] . 所 谓 六 中 的 = 和 y 的 距离 dz y) 是 指数 |z 一 y| = 1y 一 zl. 
2. 设 TEVr>0. 以 z 为 心 ， 半 径 为 > 的 开 球 和 闭 球 分 别 


以 z 为 心 ， 半 径 为 > 的 球面 定义 为 


9-(z) = {yEVidyz) = 7}. 
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3， 称 子 集 4 C 站 是 开 的 ， 如 果 对 每 个 ze 4, 存在 一 
r 二 7(7) > 0, 使 得 B.(z)C 4. 称 BCV 是 闭 的 ， 如 果 V\B 是 开 
的 . 

命题 6. 2.6 利用 在 6.2.5 中 所 定义 的 距离 ，V 成 为 一 


证 明 : 这 可 利用 6.2.1 中 的 定义 而 得 到 . 口 

注解 6.2.7 由 此 得 出 ， 用 6.2.5.3 可 在 V 上 定义 一 个 拓 
扑 . 即 在 V 的 子 集 4 的 集合 中 特定 了 一 个 子 集合 O (其 中 的 元 
素 称 为 V 的 开 集 ), 使 得 O 中 元 素 的 和 集 仍然 属于 O, 同样 地 ， 
O 中 有 限 个 元 素 的 交集 也 仍然 属于 0. 

由 此 可 给 出 在 两 个 赋 范 问 量 空 间 之 间 的 映 和 对 1f:V 一 VV" 
是 连续 的 定义 ， 即 f 是 连续 的 ， 如 果 : 

对 每 个 开 的 4 C V', 广 (4) CV 也 是 开 的. 或者: 对 财 
的 B'CV',f-:(B')CV 是 闭 的 . 或 者 : 对 给 定 的 TE Ve > 0， 
存在 6 = 6(z,e) > 0, 使 得 FLB5(z)) C Be(f(z)). 

命题 6.2.8 设 V 是 赋 范 空间 . 则 


一 卫 二 
只 需 研究 这 个 映射 在 点 z =0 处 的 连续 
性 . 号 .(0) 在 | | 下 的 象 位 于 (6 e) CR 之 中 . 口 


定义 6.2.9 1. 设 (M,d) 是 一 个 度量 空间 ， 即 d: (p,qg) € 
MxM 一? dp,9) < 及 是 一 个 具有 6.2.6 中 性 质 的 映射 . 称 (M,d) 
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是 完备 的 ， 如 果 和 M 中 的 每 个 Cauchy 序 列 在 M 中 具有 一 个 极 
限 . 

2. 所 谓 Banach 空 间 是 指 一 个 赋 范 的 回 量 空间 ， 它 关于 
其 所 导入 的 度量 6.2.5.1 是 完备 的 . 

注解 6.2.10 我们 回忆 在 度量 空间 (M,d) 中 ey 
列 的 概念 ; 这 是 一 个 序列 {pn}, 使 得 对 每 个 e > 0, 存在 一 
n(e),， 使 得 对 n,m > n(e), 有 d(pn,pm) < ce. 如 果 对 每 个 e > 0 
存在 一 个 n(e), 使 得 当 n > n(e) 时 ， 有 d(p,pn) < s,， 则 称 {pr} 收 
改 ， 且 以 p 为 极限 . 

每 个 度量 空间 可 扩张 到 一 个 完备 的 度量 空间 . 对 于 赋 范 
空间 V 的 情形 ， 这 种 扩张 可 以 进行 ， 使 得 它 仍 然 是 一 个 赋 范 问 
量 空 间 ， 我 们 可 以 用 V 的 范 数 的 极限 来 定义 极限 的 范 数 . 

定义 6.2.11 称 V 上 的 两 个 范 数 | |,| |' 是 拓扑 等 价 的 ， 
| |~| 1 如果 存在 正 数 a,4, 使 得 对 所 有 Zz eV, 有 


alz| < |z| < Alz|'. 


汪 : 显然 这 是 在 V 的 范 数 的 集合 上 的 一 个 等 价 关 系 . 这 
是 因为 | |~ | |, 及 alz|' < |z| < 4|lz|' 冀 售 4-!|z| < lz < 
a -|z|， 即 它 是 对 称 的 . 最 后 ， 如 果 还 有 ozl”< |z| < 4z|”， 
则 aa'|jzl ”< |z| < 447z|”. 

命题 6.2.12 RE 2 一 个 Banach 空间 ， 则 关于 
任何 与 | | 拓扑 等 价 的 | 上, 它 也 是 一 个 Banach 空间 . 

征明 : |z 一 y| <e 纺 含 本 一 本 <a lr—y<a ie. 口 
定理 6.2.13 ” 当 dim V < wo 时 ，V 上 任意 两 个 范 数 | | 
和 | | 都 是 拓扑 等 价 的 .于 是 得 出 : 总 是 一 个 Banach 空 
间 . 

和 证明: 设 51(0) = {xz EV;|z| = 1} 是 {V,| | 中 以 0 为 
心 , 半径 为 1 的 球面 . S51(0) 是 闭 的 和 有 界 的 ,于 是 是 紧 致 的 . 
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| |:V 一 R 是 连续 的 . 于 是 存在 数 a, 4 > 0, 使 得 对 ze 91(0)， 
a < |z| < 4 


于 是 alzl' < |z| < 4|z|/ 
现在 注意 市 有 最 大 范 数 的 K" 是 完备 的 ， 这 里 K = RR 或 
C. 即 |y 一 z| <e 是 等 价 于 对 所 有 的 j=1,…,n, 有 |nm; 一 6j| < e. 

考虑 一 个 线性 同 构 :VV 一 K". V 上 的 一 
Iz| = |@(z)l。 来 定义 的 . 

例 6.2.14 C(I,K) 关 于 最 大 范 数 是 完备 的 . 这 是 分 析 中 
的 一 个 着 名 的 定理 : 连续 函数 户 :了 T 一 > KK 的 一 致 收敛 序列 {fn} 
以 一 个 连续 函数 作为 其 极限 . 

反之 ， 关 于 6.1.7.2 的 荡 数 |f|= V< f,f >, C(I1;K) 是 不 完 
备 的 : 例如 ， 考 虑 了 = [0,2] 和 序列 


妃 ， 对 0<t<1l1i 
1 2(n — m)’ 
加 2 _ n _ mY2 一 
fm = HD) to Bat mi nimi) 


0, 且 对 1 <t < 2, lm 万 (人 = 1, 极限 f € C(I;K) 有 值 
fl[0,1) = 0 及 fll1,2] = 1, 而 这 显然 是 不 可 能 的 . 

定义 6.2.15 VV 上 的 一 个 范 数 | | 称 为 是 严格 西 的 ， 如 
果 对 S1(0) 中 的 z,y,z 关 y, 可 得 出 |= 汪 | < 1。 换 言 之， 球面 


S1(0) 上 两 个 不 同 点 的 连接 线段 的 中 点 属于 B1(0). 
命题 6.2.16 ”对 于 一 个 西 空间 V 的 范 数 |z| = V 支 十 5 


注解 6.2.17 为 了 解释 6. 2. 16 中 的 命名 考虑 具有 典范 
数量 积 的 V = 及 . 满足 z 关 0, y 关 0, xz 一 y 关 0 的 元 素 确定 了 一 
个 具有 顶点 为 p = 0, gq = z, 7 = y 的 三 角形 . 这 个 三 角形 的 边 
是 用 x,y 和 y 一 z 给 出 的 . 如 果 我 们 写 < z,y >= |z|llyl cos a, 这 
里 a 记 为 在 p 处 的 角度 ， 则 有 1. 


d(g,7)” = d(p, q)* + d(»p, 7)? — 2d(p, q)d(p, 7) cosa. 


这 是 初等 几何 的 余弦 定理 ， 见 8.5.3. 对 a = >, 我 们 得 到 了 直 
角 三 角形 边 的 勾 股 定理 : 


d(qr) = d(p, q)? + d(p,7)?. 


2. 元 系 {0,7,y,7X 十 让 确定 了 平行 四 边 形 的 顶点 {p, 9g,7, s}. 
z+y| = d(p,s) 和 |z 一 y| = d(q,7) 古 这 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 的 
长 度 ， 而 |z| = d(p, 9g) = d(7, s), |y| = dp,r) = d(q,s) 是 其 边 长 . 

例 6.2.18 1. K" 上 的 最 大 范 数 不 是 严格 凸 的 . 对 此 ， 
我 们 注意 :关于 这 个 范 数 ，R“ 中 的 $1(0) 是 由 顶点 为 ( 士 1, 士 1) 
的 正方 形 所 给 出 . 

2. 考虑 在 K" 上 的 范 数 jzl: = > &i|. 对 n= 2,K = 


R,S1(0) 是 用 项 点 在 ( 土 1,0), (0, 士 1) 的 正方 形 所 给 出 ， 于 是 这 个 
汇 数 同样 不 是 严格 凸 的 . 
3. 对 每 个 实数 p, 1 < p < oo, 所 谓 在 天 "上 的 产 范 数 是 用 


zlp = (》 |éil?)? 
i 二] 
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来 定义 的 .对 p = 1, 这 是 在 2 中 所 导入 的 范 数 ， 对 p = 2, 这 是 
范 数 V< ，>. 对 p = co, 这 是 6.2.2 中 的 最 大 范 数 . 

性 质 1 和 2 的 有 效 性 显然 可 立即 得 目 6.2.1, 而 三 角形 不 等 
式 的 证 明 就 没有 这 么 简单 .在 此 情况 下 ， 它 是 


二 2, 这 个 不 等 式 已 在 6.2. 4 由 借助 于 Cauchy-Schwarz 不 入 
式 6 2.3 而 得 到 证 明 . 对 一 般 的 p > 1 的 情形 ， 这 个 不 等 式 得 日 
所 谓 的 Holder 不 等 式 : 

设 p 和 4 是 正 整 数 ， 


3 |éini| < 3 |€i|?)? (> 5. 


且 5+ 二 = 工 于 是 


于 是 我 们 现在 来 证 明 (6.1): | 
引 理 6.2.19 对 0<a<1,a>0,b>0, 成 立 


ab -< aatt (1 — a)b. (6.2) 
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如 果 我 们 特别 地 令 a = > 1_aw= ia = clp,5 = |dja, 则 得 到 
jcd| < 十 宁 (6.1) 


证 明 : 对 a =b, (6.2) 中 等 号 成 立 . 于 是 我 们 能 假设 5> a > 
0. 按照 微 积分 中 的 中 值 定理 ， 有 


bi oa =(l-a(lb—at °°, HH a<ét<b. 
因为 £7* < a *, 所 以 成 立 
六 “一 ai <(l—-a)(b—a)a™®. 


来 a°* 后 永和 但 到 (6.2). 
现在 我 们 来 证 明 如 何 从 Holder 不 等 式 得 出 Minkowski 


不 等 式 . 在 这 里 ， 设 p> 1. 


= [(2 6 六 十 (2 门下 (> Ié: + mil?)s 


用 最 后 的 因子 的 逆 去 乘 不 等 式 ， 因 为 1- - 


Minkowski 不 等 式 . 
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| 


4. 在 C(I;K) 上 对 每 个 p,1 < p< oo, 我们 用 
fl = ( / ft) Pdt)z. 


来 定义 产 范 数 . 利用 Minkowskl 和 Holder 不 等 式 的 积分 ， 
我 们 指出 ， 事 实 上 这 是 一 个 范 数 . 

3. 人 们 能 够 证 明 : 对 1<p<o, 在 K" 和 C(I;K) 上 的 范 
数 | lp 是 严格 凸 的 . 

作为 本 市 的 结束 ,我 们 来 证 明 : 平行 四 边 形 公式 6.2.16.2 
的 有 效 性 不 仅 是 必要 的 , 而 且 对 由 一 个 数量 积 所 导入 的 范 数 也 
是 足够 的 . 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 限于 对 实 的 情形 进行 讨论 . 

定理 6.2.20 如 果 对 赋 范 R- 癌 量 空间 V, 平行 四 边 形 公 
式 成 立 ， 则 可 用 


] 
< zy >= 7(|z+ y|* — |z — y|*) 


去 定义 "上 的 ~ 个 数量 各 使 得 | = V 本 5 


证 明 : 对 z 和 0,<zz>>0 和 <zz>>0 是 显然 的 ， 同样 
地 ， < z,y >=< y,z >. 剩 下 只 需 证 明 < z,y > 关于 第 一 个 变 
量 是 线性 的 . 在 这 里 ， 我 们 应 用 平行 四 边 形 公式 6.2.16.2. 


<z+z,y>+<z—z,y> 
1 
=7(lz+z + 一 lz 十 和 一 四 


+|z—z +y —|z—2z —y) 
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<z 二 2,yV> 二 <z 一 2z ,>=<2z,y > . 
今 z 十 z' 二 27x,z 一 z' 二 2z'. 因此 
<7TYy>++<r,Yy >=<I++7r,y>. 


于 是 对 所 有 的 pe€E 2Z:< pr,y >=p<z,y >. 如 果 gq 冯 0 取 目 2， 


则 由 gz =z 可 得 : < x,y >=4g < 7 >. 即 对 所 有 7 € Q, 成 


立 <rzr,y >=7 < xz,y >. 由 映射 x EV 一 < zy >E RR 的 连续 
性 ， 可 以 得 到 :对 所 有 ae R, 有 


< QZ > 一 Q 广 IT,V > . 


6.3 JHilbert 空 间 


为 了 将 在 有 限 维 假 设 下 ， 在 6.1 中 所 导入 的 结果 尽 可 能 地 
推广 到 无 限 维 的 情形 , 我 们 现在 再 次 考虑 西向 量 空间 . 在 6.1.15 
中 的 例子 表明 这 并 非 没 有 进一步 的 可 能 . 如果 我 们 考虑 用 范 
数 所 确定 的 拓扑 ， 并 假设 映射 具有 线性 性 质 、 连 续 性 以 及 完备 
性 ， 则 6.1 中 的 结果 就 完全 地 转移 进来 了 . 

| 于 是 在 完备 的 酉 空 站 


称 
限 维 西 空 间 外 ， 正好 只 ,有 一 个 无 限 维 空 
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间 . 


定义 6.3.1 1. 称 赋 范 空 间 站 是 可 分 的 ， 如 果 在 站 中 关 
于 所 导入 的 度量 存在 一 个 可 数 稠密 的 子 集 . 

2. 所 谓 一 个 准 Hilbert 是 指 一 个 本 空间 , 它 关 于 所 导入 的 
范 数 是 可 分 的 . 如 果 V 是 完备 的 ， 则 也 称 它 为 Hilbert 空间. 

例 6.3.2 1. 一 个 有 限 维 的 西 空间 V 是 一 个 Hilbert 空 
间 . 这 是 因为 按照 6.2.13, 它 是 完备 的 . 且 可 数 的 稠密 子 集 是 
用 天 于 图 48:V 一 > K" 具有 有 理 数 坐标 (6&1,:… ,é) 的 元 素来 
给 出 的 . 即 &; € Q 或 者 seQ +1Q. 

2. 用 避 或 简单 地 用 及 来 记 KK 中 的 序列 {6} 的 K- 向 量 空 
间 ， 这 里 > &rén < co ,代表 无 限 项 求 和 ， 理 解 为 部 分 和 
5 *_ énén, == 1,2,… ,的 单调 增加 的 序列 的 极限 . 

我 们 必须 证 明 : 集合 是 一 个 同 量 空间 . 对 此 ， 我 们 把 区 
考虑 成 取 值 在 KK 中 的 序列 全 体 的 空间 的 一 部 分 ， 并 验证 子 空 
间 判 据 2.1.5 的 有 效 性 . 我 们 首先 指出 : 


(6.3) 


事实 上 ， 由 6.2.3, 我 们 对 每 个 k, 有 
k k k k 
Deninl? < (Olénllinl)? < (|énl?)( Ylinl?), 
n= 二 1 n=1 n=1 11 一] 


取 极 限 k 一 co 后 就 得 到 了 结论 . 
于 是 如 果 ze 六 ye0 ae 五 则 


> (én 十 nn ) (én 十 Tn ) 


= 》 énén +) 各 各 十》 énmm + Mmiin < oo 
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我 们 的 考虑 也 表明 ， 在 PP 上 用 
< ry >= 》 én 


可 定义 一 个 典范 的 数量 积 . 
性 关于 所 导出 的 范 数 是 完备 的 . 这 是 因为 如 果 设 


{zn 一 (én1) €n2, ""° )} 


是 一 个 Cauchy 序列 ， 则 对 每 个 k, {én} 也 是 Cauchy 序列. 
今 limn ;oo Enk 一 Ek, (&1, &2, ~ ) 十 . 我 们 斯 言 : Te /“. 
这 是 因为 对 于 给 定 的 s > 0, 对 充分 大 的 1! 和 mm 成 立 看 


于 是 对 充分 大 的 m, 也 有 "i |én 一 émnl? < e?, 即 对 充分 大 的 
m, 有 |z 一 zm| < <. 

因为 K" 的 和 和 集 Ki1UK?UXK?U.… 在 人 中 是 稠密 的 ， 且 每 
个 K" 是 可 分 的 ， 于 是 有 也 是 可 分 的 . 

6.1.12 的 下 面 的 扩张 是 具有 基本 意义 的 . 

定理 6.3.3 ”设立 是 一 个 酉 空间， 过 是 立 的 一 个 带 有 诱 
时 的 数量 积 的 子 空间 ， 训 是 一 个 Hilbert 

于 是 对 每 一 个 ze Y, 存在 一 个 唯一 确定 的 元 村 zu € UU， 
它 具 有 到 zx 的 最 小 距离 ， 即 


zz 一 zl 和 lz 一 引 ， 对 所 有 YeC 
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zZ 一 Zr EU-. 
ZrEVrzr+(z-zr)EeUg@U-=Y 


是 将 V 分 解 成 和 UU+Ut,UNU+t = {0}, Ut+ 是 一 个 闭 的 子 空 
间 . 

注解 6.3.4 1. 我 们 也 把 元 毒 zzv EU 称 为 z 在 U0U 中 的 最 

2. 注意 : VV 的 一 个 有 限 维 子 空间 总 是 一 个 Hilbert 空 
加 ， 见 0.3.2.1. 

3. 在 证 明 中 我 们 将 利用 : 由 数量 积 所 寻 出 的 范 数 是 严格 
凸 的 ， 见 6.2.16. 

4. U 是 Hilbert 空间 的 假设 是 重要 的 , 这 是 因为 如 果 辟 如 
说 考虑 在 必 中 序列 {6} 的 子 空间 U, 这 里 对 几乎 所 有 的 有 
én =0, 则 U- = {0}, 但 是 Uz 人 . 

6.3.3 的 证 明 : 我 们 首先 证 明 : 对 z eV, 可 确定 唯一 的 一 个 
rv E U, 使 得 对 所 有 wv EU, 有 |z 一 zxvu| < |z-yl. 令 infyev lz 一 外 = 
d. 存在 U0 中 一 个 序列 {yr}, 使 得 lm oz 一 如 | = d， 如 果 我 
们 证 明 : {yw} 是 一 个 Cauchy 序列 ， 则 lim wy = zu 是 欲 找 


的 元 素 ， 而 且 它 显然 是 唯一 的 ， 
对 s > 0, 则 对 所 有 充分 大 的 nn 和 m, 成 立 


2|yn, 一 z| + 2|ym 一 < 4d + e”. 
得 到 
[yn 一 ym|< = 2|yn, 一 rl” + 2|ym 一 | — |yn + Ym 一 2z| 
< 4d +e’—4d* = e’. 
现在 我 们 指出 : z = zx 一 zxzv ee U-. 这 是 因为 对 所 有 的 
te€R, 所 有 的 yeEUd， 成 立 


1z|” < z+t<z,y> yl’ 
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=|z| +2t|<z,y>| +t|<z,y > | yl. 


由 此 得 到 < zy >= 0. 这 是 因为 如 果 y 关 0, 及 利用 + = -一 


yl 

就 得 到 右边 < |z|*. 
因为 -=zv+(z 一 xzv)EU+U-, 我们 有 V=U+U-~. 作 
为 连续 映射 [ EV 一 > zu e UV 的 核 ，U- 是 闭 的 . 口 


命题 6.3.5 设 V 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 于 是 V 中 的 一 
组 ON- 系统 5 总 是 可 数 的 . 于 是 我 们 总 能 把 这 样 一 个 系统 写 
成 形 如 S = {di,d2,…}. 

征明 : 用 4 来 记 V 的 一 个 可 数 的 稠密 子 集 . 设 5 = f{d,,i€ 
了 } 是 一 个 ON- 系统 .只 需 证 明 : 存在 一 个 单 射 f :5 一 > 4. 

对 此 ， 我 们 先 注 意 : 按照 勾 股 定理 ,对 4 关 x, 有 |d. 一 dx| = 
Vi. 选 1 :5 一 4, 使 得 |f(d.) -dl < > 对 所 有 的 .Ee I. 于 是 


对 4 关 &, 我 们 有 


fl(d,) i 三 dc) 一 (d, 和 dx ) | (d, 和 fld.,)) | (f (dx) 和 dx.)| 
> |d, 和 dx| ld, 和 f(d.,)| |f(dx) d. | >0. 


征明 : 对 每 个 k= 1,2,…, 我 们 用 U(k) 来 记 由 {di,:… ,dx} 
所 生成 的 4 维 了 空 加 . 于 是 {a ,dx} 是 U(k) 的 一 组 ON- 基 . 
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如 果 k 走 遍 S 的 指标 集中 的 所 有 元 素 ， 则 (6.4) 就 得 出 了 . 口 

定义 6.3.7 设 V 是 一 个 准 Hilbert 空 间 . 所 谓 V 中 的 一 
组 Hilbert 基 是 指 一 个 ON- 系统 5S = {di,d2z,…}, 使 得 对 每 个 
z EV, 在 部 分 和 并 *_; éndn 收敛 的 意义 下 ， 有 形 如 z = ,éndn 
的 表示 . 

例 6.3.8 1. 如 果 V 是 西 空间 ， 且 为 有 限 维 ， 则 Hilbert 
其 与 ON- 基 是 相同 的 . 

2， 对 Hilbert 空间 /2, 我 们 用 e。= (0,… ,1,0,…) (1 在 
第 ne 个 位 置 ， 所 有 其 它 的 位 置 均 为 0) 定 义 典范 的 Hilbert 基 
B= {eil,e2,:…}. 显然 ， 五 是 再]jbert 基 . 反之 ， 作 为 K- 同 量 
空间 ， 台 不是 上 的 基 . 这 是 因为 由 马 所 生成 的 空间 [2 正好 是 
在 6.3.4.4 中 所 考虑 的 子 空间 U 关 全 . 

定理 6.3.9 设 S = {di,d2,…} 是 可 分 的 西 空间 (又 称 
准 Hilbert 空间 )V 的 一 个 ON- 系统 . 
1. 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
(a) [ 引 在 并 中 稠密 的 . 
(b) S$ 是 Hilbert 基 . 
(c) 成 立 Parseval 恒 等 式 


< z,y > 一 3 <zdn><y,dn >,， ( 见 6.1.11). 


对 所 有 7,<z,dn >=0 二 > z=0. ( 见 6.1.10). (6.5) 
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证 明 : 1.(a) 一 1.(b): 设 z = limzze [S]， 对 每 个 

e > 0, 于 是 存在 no = n(e), 使 得 对 n > no, 有 |z 一 zn| < s. 对 每 
个 nn 存在 m(n), 使 得 zn EU(m(n)) = 由 di,… ,dm(n) 所 生成 的 
m(n) 维 空间 . 令 型? < zdk > dk = z%. 因为 U(m(n)) 作 为 
空间 是 完备 的 ， 由 0.3. 2 可 得 出 zg < |z 一 Zn| < <， 


且 由 此 可 得 出 5] 在 V 是 稠密 的 
1.(b) 一 (6.5) 是 显然 的 . 
现 设 V 是 一 个 Hilbert 空间 , 且 对 5, 成 立 (6.5). 因此 集合 
5] 的 闭 包 是 V 的 一 个 完备 的 子 空间 U. (6.5) 表 明 : + = {0}， 
于 是 U =V. 口 
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定理 6.3.10 Hilbert 空间 VV 具有 一 组 Hilbert 基 . 准确 
地 说 : V 中 每 一 个 ON- 系统 50 可 扩张 成 一 个 Hilbert 基 . 

人 证 明 : 对 dm V < oo, 这 得 上 自 6.1.7. 对 于 无 限 维 的 情 
形 , 我 们 利用 Lorn 引 理 , 也 可 参见 2.4.7 的 证 明 : 设 5o 是 一 组 
ON- 系统 , 用 下 = (So) 来 标记 ON- 系统 S' 的 族 , 这 里 So C 5/. 
太 关 于 包含 关系 是 偏 序 的 ， 且 全 序 子 族 的 和 集 代 表 了 这 些 子 族 
在 大 中 的 一 个 上 界 ， 按 照 Lorn 引 理 ， 于 是 在 下 中 存在 一 个 最 
大 元 村 9. 

5 是 一 个 再 jbert 基 . 这 是 因为 [5] 的 闭 包 U 是 完备 的 . 于 
是 由 6.3.3, 有 V=Ue@U-. 选 U-- 冯 {0}, 于 是 我 们 用 U-- 中 的 
一 个 元 素 e,|e| = 1, 把 S$ 扩张 出 去 , 而 这 将 与 5 的 最 大 性 发 生 韦 
盾 . 口 

定理 6.3.11 Hilbert 空间 V 能 用 其 维 数 来 确定 (直至 


如 果 dim V = co, 则 一 组 Hilbert 基 D = {qi,d2,…} 给 出 了 一 
个 等 距 . 


Bp:V oll; d;m e;. 


证 明 : 由 6.3.10, V 总 具有 一 个 ON- 基 DD = {di,d,…}. 
按照 6.3.9, 于 是 每 个 x EV 可 写成 ,<z,dn > dn. 定义 


Bp:V 一 全 1: TY <zdh>en: 
LA 


Parseval 恒 等 式 说 ， 这 是 一 个 等 距 . 口 


是 函数 F 在 范 数 为 | |=V< ，> 的 意义 下 用 由 


1 cosmt sinmt 


(7 VT ) VT ) 
所 张 成 的 有 限 维 空间 中 的 元 系 所 做 出 的 最 佳 晕 近 . 
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Bessejl 不等式 6.3.6 须 含 


如 我 们 在 6.2.14 中 已经 看 到 的 那样 ，C 是 不 完备 的 . 于 是 也 不 
期 望 总 有 上 our (f) e C. 但 是 比较 容易 证 明 ”ff eC 及 对 所 有 
n 二 0,1,.…, 有 <f,d,>=0 继 含 f=0. 此 外 ，C 是 可 分 的 . 这 
是 因为 < f,f >< |fl2,27x. 又 因为 我 们 在 6.1.15 中 已 经 注意 到 
多 项 式 在 具有 范 数 | | 的 C 中 是 稠密 的 ， 且 因为 这 对 具有 有 
理 数 的 系数 的 多 项 式 也 成 立 ， 于 是 得 到 具有 范 数 V< ,> 的 空 
间 C 也 是 可 分 的 . 

在 Fourier 级 数理 论 中 ,为 了 把 f eC 用 Four(f) 表 出 , 需 
要 有 条 件 . 例如 ， 一 个 够 用 的 条 件 是 f(-r) = f(z) 及 f(t) 是 未 
段 连 续 的 . 


6.4 线性 算 子 、 西 群 
在 本 节 中 我 们 考虑 赋 范 回 量 空间 的 茶 种 态 射 ， 它 是 连续 


线性 映射 ， 称 之 为 线性 算 子 . 对 有 限 维 的 情形 ， 每 个 线性 映射 
是 一 个 线性 算 子 . 我 们 特别 对 Hilbert 空间 的 线性 算 子 进行 讨 
论 ， 对 某 些 算 子 导入 一 个 标准 形式 . 如 果 我 们 只 限于 讨论 有 限 
维 空 


间 ， 则 连续 性 的 讨论 是 多 余 的 , 而 且 证 明 将 相应 地 简化 . 
定义 6.4.1 设 V,W 是 赋 范 (向 量 ) 空间 . 所 谓 从 V 到 W 
的 线性 算 子 是 指 一 个 连续 的 线性 映射 f :TY 一 > W. 

汪 : 如 果 dim V < oo, 则 每 个 fe L(V;W) 是 连续 的 . 

引 理 6.4.2 设 f:V 一 > W 是 线性 的 ，V 和 W 是 赋 范 空 
间 ， 则 ff 是 连续 的 充 要 条 件 为 1 是 有 界 的 ， 即 存在 一 个 k > 0， 
使 得 对 所 有 xz EV, 有 |f(z)| < klzl. 

证 明 : 由 |f(y) 一 f(z)| = |f(z 一 臣 | 可 以 得 到 : 如 果 f 是 有 界 
的 , 则 ff 是 连续 的 . 现 设 f 不 是 有 界 的 . 即 存 在 V 中 的 一 个 序列 
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时 ， {z} 古 一 个 零 序 列 ， 因 此 {f(zn)} 没 有 和 零 序列 即 f 是 不 


连续 的 . 口 
例 6.4.3 我 们 给 出 一 个 不 有 界 的 线性 上 映射 f: 玉 一 > K 
的 例子 . 设 马 = {ei1,e2,…} 是 的 典范 Hilbert 基 . 设 在 UV = [ 媚 ] 
上 用 Je) =m, 在 UU 六 的 补 上 用 fii = 0 来 给 出 f. 
定义 0.4.4 设 f:V 一 W 是 一 个 线性 算 子 . 定义 


f= inf{k > 0;|f(z)| < klz| 对 所 有 的 xz EV}. 


竺 : 从 6.4.4 可 得 出 


定理 6.4.5 设 了 和 琵 是 赋 范 的 . 用 Ls(V;W) 来 标记 线 
性 算 子 f:V 一 > W 的 集合 . 于 是 Lb(V,W) 是 L(V,W) 的 一 个 赋 
范 子 空间 ， 且 |f| 是 如 在 6.4.4 中 那样 给 出 的 . 

延明 : 由 |f(z)| < |fllzl,|g(z)| < lgllz| 得 出 |(f +9)(z 一 

oo) 二 go 儿 和 (用 上 gz laf(z)| = lallf(z)| < lallfllzl. 
是 Lo(V;W) 满 足 子 空间 判 据 . 对 范 数 ， 成立 过 角形 不 等 以 有 
laf| = eh fl1>0, 且 |f|=0 仅 对 f=0:V 王 WW 成 立 . 口 
设 V 是 Hilbert 空间 . 用 Vi* 来 记 连 续 线 性 
空间 .如 在 3.2.5 中 那样 用 < z,y* >= yy*(2) 


这 个 映射 是 连续 的 . 
延明 : 这 得 自 | <z,vy* >|< |zlly*|. - 
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定义 了 一 个 奥 范 的 同 构 。; y — V*. 
结果 是 Riesz 表示 定理 . 

定理 6.4.7 设 V 是 Hilbert 空间 ，V* 是 V 上 连续 沁 孜 
的 空间 (也 称 Hilbert 对 偶 空间 )， 

我 们 可 利用 自然 配对 < ，>:VxV* 一 K, 用 


< ZOLV) >=< ZUV > 


征明 : 显然 有 o(y) ee VW. 我 们 可 以 如 在 6.1.13 那 样 定 
义 T:V 一 Vi 对 y= 0, 令 T(r) = 0. 如 果 y* 关 0， 则 
U = ker y* 关 V 是 闭 的 ， 于 是 是 完备 的 . 按照 6.3.3, 于 是 有 
V=UVU+Ut.， 按照 3.2.3, 有 dm U1- = 1. 当 ee U- 时 ， 


el = 1. 于 是 我 们 对 每 一 个 z eV, 有 分 解 


z=(z—- <z,e>e)+<zr,e>eEU+U-. 


用 <e,y* >e 来 定义 7(y*). 利用 z eV 的 前 述 的 表示 ， 则 有 


<Z,TYy)>=<e,y >< Tie >=<<7,e>e,y ”> 一 < ZU >, 


于 是 ， 可 如 6.1.13 的 证 明 那 样 得 到 定理 的 其 余部 分 . 口 
在 3.2.10 中 我 们 已 经 定义 了 线性 单 射 


(VV yeEV A <y,rT >EK. 


7 dm V < co 时 ， 这 是 一 个 同 构 . 对 Hilbert 空间 ， 相 应 地 有 


.159 . 


命题 6.4.8 设 V 是 Hilbert 空间， 


映射 的 复合 


Oo:V 一 VV; IT” : Ve 一 一 (合力 一 ( 简 记 为 ) 亿 ” 


作为 共 斩 - 等 距 上 映射 o 和 o* 的 复合 ，o* oo 是 一 个 等 距 . 口 
3.3.0 的 对 照 是 
定理 6.4.9 设 V 和 W 是 Hilbert 空间 . 如 f € L(V;W)， 
则 有 *f € Lo(Wer;VF),， 这 里 < 7, “f(y*) >=< f(z),y >， 对 
(z,y*) EV x We. [fl|=|fl. 于 是 这 个 与 f 相 伴随 的 映射 


f*=oy ofoow:W— >V 


也 是 连续 的 ， 且 如 在 6.4.7 那 样 ， 有 ow :W 一 Wi,ov:V 一 > 
Ve. 广 是 用 


):feLoV ,Vr f° € L(V;V) 


是 一 个 环 - 反 同 构 (gof)*= f*og*. 
证 明 : 对 所 有 (z,y*) EV x Ws, 由 f 的 定义 : 


<z, fv)>=< f(r),y > 
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得 出 : 
Fe < Iv lf 2) < He 


于 是 上 (yr*)| < ol 即 |tf| < |fl. 因为 *f = f, 得 到 |:f| = | 用 
因为 ow 和 oy 是 共 斩 - 线性 的 同 构 ， f* 是 线性 的 、 连 续 的 ， 
且 | 产 = | 有 |. 由 此 我 们 有 


即 f= f**. 其 余部 分 得 自 3.3.6. 口 
定义 6.4.10 。” 设 V 是 Hilbert 空间， Fe Ls(V;V). 

1. 冤 ff 是 正规 的 ， 如 果 fof*=f*of. 

2. 称 f 是 日 伴 的 ， 如 果 f = ff. 

3. 称 f 是 西 的 ， 如 果 fof*=f*of= ldv. 

7Y 王 。 

1. f 是 目 伴 的 或 西 的 一 > f 是 正规 的 . 

2. 西 变换 f 是 可 逆 的 : ff" =, 见 1.1.11. 

3. 设 f:V 一 V 是 一 个 连续 的 线性 映射 ， 且 对 所 有 的 
(z,y) EV xV, 有 < f(z),f(y) >=< z,y >. 我 们 称 这 样 的 f 为 
等 忠 . 这 是 因为 对 所 从 属 的 距离 d(z,y) = |z 一 yl,| | = V< >， 
成 并 d(f(z), f(y)) = dz y). 

西 变换 是 等 距 的 ， 这 是 因为 


< f(z), f(y) >=< z, f° o f(y) >=< 7,y >. 


一 个 等 距 的 变换 f/， 有 ker f = 0, 这 是 因为 f(z7) = 0 一 > 
f(z), f(z) >=< zz >= 0, 于 是 z = 0. 如 果 dm V < o%， 
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则 等 距 也 是 可 逆 的 ， 于 是 是 西 变换. 对 dm Y = co, 则 使 得 
f(ei) =eifi 的 上 :1 一 天 是 一 个 等 距 ， 但 不 是 酉 变换. 

定理 6.4.11 设 V 是 Hilbert 空间 . 西 算 子 的 集合 U(V) 
是 GL(V) 的 一 个 子 群 ， 称 它 为 V 的 西 群 . 在 K = R 的 情形 下 ， 
我 们 也 称 它 是 正 交 群 O(V). 

证 明 : 我 们 来 验证 子 群 判 据 1.2.10 的 有 效 性 ， 由 fof*= 
1d,gog* = id 及 6.4.9, 可 以 得 出 (gof)o(gof)* = gofof*o0g* = 1d. 

图 

命题 6.4.12 设 V 是 Hilbert 空间 ，f:V 一 >V 是 一 
线性 算 子 . 设 和 是 f 的 特征 值 ， 即 ker (f 一 和 1d) #0. 

1. 如 果 f 是 正规 的 ， 则 ker (f - 入 ld) = ker (f* -A 入 1d)， 
特别 地 ， ker f = ker f*. 

2. 如 果 f 是 自 伴 的 ， 则 入 的 实 的 . 

3. 如 果 f 是 西 的 ， 则 和 A =1, 即 和 和 =e”. 

了 延明 : 对 1].: 


命题 6.4.13 设 f:V 一 了 是 正规 算 子 ， 和 是 了 的 特 


征 值 . 设 公 是 相应 的 特征 空间 .于 是 站 等 于 财 子 空间 的 直 和 
WDBWVW, 且 flV-:V 一 VL 是 正规 的 . 
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证 明 : V、 = ker (f 一 和 ld) 是 闭 的 ， 因 此 它 是 完备 的 . 由 
6.3.3, 我 们 得 到 分 解 . 设 ye WwW,ze Vi. 于 是 有 


< jz)y >=< 7,f (vy) > 一 入 < Z 1/ > 一 0， 


从 而 f(z) e VY-. 口 

定理 6.4.14 设 f:V 一 >sV 是 正规 算 子 . 如 {1,… ,jx} 
是 f 的 有 限 多 个 互 不 相同 的 特征 值 ， V,,… ,WV 是 相应 的 特 
征 空间 ， 则 VV 可 分 解 成 相互 正 交 的 子 空 间 


Y = 人 ,四 四 内 BV 


且 flv':V' 一 V' 是 正规 的 . 

特别 地 ， 如 果 dm VY = co 及 K = C, 则 V 分 解 成 正规 算 
子 f:V 一 V 的 特征 空间 雄 , 1<i<k, 的 正 交 和 . 由 此 ，V 
上 的 正规 算 子 以 此 为 特征 . 

证 明 : 这 立即 得 自 6.4.13 及 定义 6.4.10. 口 

例 6.4.15 当 f:V 一 站 具有 无 限 多 个 特征 值 时 ， 则 
不 一 定 能 给 出 由 特征 向 量 所 构成 的 基 : 考虑 关 的 典范 基 五 = 
{ee2,…}, 且 令 fler) = 下. 于 是 了 作为 在 已 上 稠密 的 线性 有 


界 上 映射， 但 不 是 闭 的 子 空 : 间 [EB] 上 的 线性 有 和 界 上 映 冉 . f 具 有 一 
个 在 整个 已 上 由 f(z) = lim f(zn) 所 唯一 确定 的 连续 扩张 ， 这 


NTOO 


里 z= lim zn, 而 ze [El. 


7 一 > CC 


/的 这 些 独特 的 特征 值 和 = z， 以 ex 为 特征 向 量 ， 这 是 因 


议 工 一 Dj EkEk, Tn 一 Dr Enkek C El|, 使 得 lm， oo Tn 二. 如 


f(z) = Xv) 则 Xs = lm ye st = 竺 . 即 如 果 z 六 0, 则 一 定 


出 一 个 k, 使 得 z = éjexr. 
在 我 们 的 例子 中 , 值 和 = 0 起 了 一 个 特别 的 作用 : 称 和 eK 
谱 值 , 如 果 (F- 和 1d) :Y 一 3V 不 具有 连续 道 . 每 个 特征 值 是 
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谱 值 . 在 我 们 的 例子 中 ，》 = 0 是 谱 值 , 但 不 是 特征 值 . 这 是 因为 
如 果 给 出 一 个 算 子 9 :V 一 、V, 使 得 go(f -0id) =gof = idv， 
于 是 es = go f(en) = 9( 侍 ) = et， 即 g(e) = tex g 不 是 有 界 
的 


如 果 dim V < co, 则 我 们 也 能 用 和 矩 阵 来 描述 上 面 的 概念 
和 纳 果 . 
引 理 6.4.16 设 ” 契 西 衬 间 ，D = {di,… ,dn} 是 VV 的 一 


我 们 称 4 是 正规 的 、 自 伴 的 或 者 西 的 ， 如 果 它 满足 上 述 相 
应 的 条 件 . 

证 明 : 按照 6.1.11, 4 的 元 素 a;; 和 A* = Bpof*ogp 
元 素 a; 是 用 


Qi 一 < f(d;),d; 之 ; Qa. 一 < 三 (di) di > 


7% 


来 给 出 的 . 于 是 


一 < f*(d;),d; > 一 所 di 矿 (di) > 
二 < f(d;), di > 一 Qij. 


国 


定义 6.4.17 所谓 % 个 变量 的 西 群 U(n) 是 指 由 所 有 满 
足 4'4 = 五 的 4e Mk(n,m) 所 构成 的 群 。 在 情形 K =!R 
时 ， 我 们 也 称 它 为 n 个 变量 的 正 交 群 O(n), 即 O(n) = {A e 
Mx(n,n);A :A = pb}. \ 


\ 
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入 : 于 是 由 6.4.16, U(n) 是 U(V) 关 于 V 的 一 组 ON- 基 的 
众 标 表示 ， dm Y = nn. 

命题 6.4.18 现 考 虑 限制 在 U(V) 上 的 行列 式 同 态 det : 
U(V)— K*. 

1. 在 KK = CC 的 情形 下 ， 象 集 是 模 为 1 的 复数 的 群 S” = 
{e'?}. 

2. 在 KK = RR 的 情形 下 ， 于 是 在 O(V) 的 情形 下 , 象 集 为 群 
5S° = { 士 1} CR*. 

征明 : 按照 6.4.14, 6.4.12, Fe U(V) 具有 一 个 以 元 素 为 和 
的 对 角 和 矩阵 diag( 和 1, 和 2,… ,Xn) 表 出 的 坐标 表示 , 其 中 入 和 ;= 1. 
于 是 detj se S . 因为 对 角 窍 阵 (和 ,1,… ,1) €E U(V), 且 因 为 
和 入 =1, 根据 K = CC 或 K = 及, 于 是 1m detU(V) 分 别 是 S51 及 
Ss . 

命题 6.4.19 《” 记 映射 det : U(V) 二 C’* 及 det : O(V) 一 
R* 的 核 分 别 为 SU(V) 及 SO(V)， 特 别 地 ， 分 别称 SU(V) 及 
SO(V) 为 特殊 西 群 及 特殊 正 交 群 。 于 是 成 立 


U(V)/SU(V)s! (K=OC), 
O(V)/SO(V)=5° (K=R). 


证 明 : 这 得 目 1.4.12. 口 
我 们 以 描述 Fe U(V) 及 fe O(V) 的 Jordan 标 准 形 来 结 
束 本 节 . 
， 定理 6.4.20” 设 feU(V),K =C, dim V =n. 于 是 关 
一 个 适当 选取 的 ON- 基 ，f 具 有 一 个 坐标 表示 ， 它 用 一 个 
对 有 角 写 阵 (Ai6i;) 来 表 出 ， 其 中 入 ;€ 5S' 是 f 的 特征 值 . 
特别 地 , 每 个 矩阵 4 es UV(m) 共 斩 于 一 个 这 样 的 对 角 和 矩阵 . 


征明 : 这 得 目 6.4.14 和 6.4.12.3. 口 
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定理 6.4.21 设 feO(V), dim VV = n. 则 了 的 特征 多 
项 式 有 形状 


xf(t = (t—1)+. (t+1) -. (t2—2tcos@i+1)™!. ... 
(太一 2tcos $st1)™, 


其 中 {cos $1,… ,cos ps} 互 不 相同 ， 且 均 关 + 有 > 0L > 
0, 77m; >0 太 1 二 -十 2mli 十 …. 十 2mms = 二 7 = dim V. 

于 是 关于 一 个 适当 选取 的 ON- 基 ,， f 具 有 一 个 坐标 表示 ， 
它 是 用 1 个 +l [个 -1 以 及 mj 个 (2,2)- 短 阵 


(% 9; — sin 2) 
sing; Cos 0 
放 在 对 角 线 上 而 构成 的 矩阵 . 所 有 其 他 元 素 均 为 0. 
特别 地 ， 每 个 矩阵 4 € On) 共 斩 于 一 个 这 样 的 窍 阵 . 
延明 : 与 我 们 在 5.6 中 从 复 的 Jordan 标准 形 导 出 实 的 Jor- 
dan 标 准 形 一 样 ， 我 们 在 这 里 利用 了 6.4.20 中 f e U(V) 的 标 


准 形 . 
考虑 V 的 复 扩 张 Vc, 见 5.6.1. 我 们 用 


<Z 十 ly,zZ 十 ly >c = <r,7>+1<Yy,rT> 一 1<zy > 十 <zW > 


把 V 上 的 数量 积 扩 张 成 Vc 上 的 一 个 数量 积 < ，>c. 如 果 f € 
O(V), 则 复 扩 张 fc 属于 U(Vc)， 因为 fc 的 特征 值 属于 5， 所 
以 xj(t) 具 有 上 述 所 给 出 的 形状 . 在 fc 的 Jordan 标准 形 中 我 
们 只 遇 到 (1,1)-Jordan 矩阵 .i(e;)， 按照 5.6.2, 相应 的 实 
jordan 和 矩阵 .pz(cosdi,sindgi) 具 有 上 述 所 给 出 的 形状 . 

推论 6.4.22 设 fe Ol(V)，dimV 是 奇数 .于 是 f 有 特 
征 值 +1 或 -1. 如 果 f e SO(V), 则 fF 有 特征 值 +1. 一 个 这 样 的 
f 也 具有 一 个 1 维 不 变 子 空间 U :flUV = 1dv. 
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证 明 : 如 果 Grad xy(t) = 2m 十 1, 则 在 6.4.21 中 的 式 子 
中 ， 我 们 有 :， 岂 十 /为 奇数 . 因为 det Jo(cos 9,sin9) = 1, 所 以 
在 det f = 1 的 情形 下 ， /为 奇数 ， 于 是 1+ > 0. 


6.9 埃 尔 米 特 形式 


我 们 现在 来 考察 KK = C 或 R 上 的 有 限 维 疝 量 空间 V, 其 上 
给 定 了 一 个 埃 尔 米 特 或 对 称 的 双 线 性 形式 %. 将 些 理论 进一步 
推广 到 Hilbert 空间 是 不 可 能 的 ， 可 特别 地 参见 6.5.3, 在 那里 
我 们 把 这 种 形式 与 目 伴 映射 恒 同 . 


定义 6.5.1 所谓 V 上 的 一 个 半 双 线性 形式 是 指 一 个 映 


vv:VxV kK; (2,Yy) mm V(r,Y), 


它 满 足 


Warztt+oa zr,y) = oy(r,y) 十 ap 
wr, By +B'y)= Yr,Yy) + PY(r,y). 


即 多 在 第 一 个 位 置 上 是 线性 的 , 在 第 二 个 位 置 上 是 共 斩 - 线性 
的 此外， 如 果 


Wy, 7) = V(r,Y), (对 称 ) 
则 也 称 罗 为 埃 乐 米 特 形式 . 当 K = R 时 ， 我们 也 称 其 为 对 称 


2. 如 采 w(y,2) = wz 则 从 第 一 个 变量 的 线性 性 质 可 
以 得 出 关于 第 二 个 变量 的 共 罗 线 性 性 质 . 
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引 理 0.D.2 音 助 于 恒等式 
Ww(z,y) =< zc) >， 对 所 有 (z,y)EV xy (6.6) 


了 上 的 半 双 线性 形式 销 与 共 斩 - 线性 映射 c:Y 一 V* 是 双方 
一 一 地 对 应 . 这 里 记 < ，>:Y xy* 一 天 为 自然 配对 .， 换 言 
之 ，o(y)= ww( ,Y). 

汪 : 特别 地 ， 当 是 V 上 的 一 个 数量 积 < ，> 时， 则 这 样 
定义 的 o 正 好 是 在 6.4.7 中 所 定义 的 上 映射. 如果 是 埃 尔 米 特 
的 ， 则 进而 还 成 立 < zc(y) >= < y,o(z) >. 

下 明 : 关于 第 一 个 变量 的 线性 性 质 是 等 价 于 o(y) E 
且 儿 关于 第 二 个 变量 的 共 固 线性 性 质 是 等 价 于 oc:V 一 >*V* 的 
共 罗 线性 性 质 . 口 

引 理 6.5.3 设 V 为 西 空间 ， 于 是 借助 于 恒等式 


vz,y) =< 7, f(y) >=< f(z),y >， 对 所 有 (zx,y) EV xV, (6.7) 
上 的 埃 尔 米 特 形式 % 与 目 伴 上 映射 上 :TY 一 站 双方 一 一 地 对 


WY. 


证 明 : 设 %(z,y) =< f(z),y >. 于 是 (x,y) = V(yz) 等 价 
于 
< f(z),y >= < f(y),7 > =< 7,f(y)>.. 


按照 6.5.2, 用 ov 来 描述 且 用 oo 来 记 数 量 积 < ，> 的 相应 的 
描述 . 于 是 少 + f=o-!1oow 是 由 (6.7) 所 给 出 的 对 应 . 这 是 
因为 


V(x, Y) 二 < ovy(Yy),Z 二 < TO 一: O ov (Y) >. 


设 几 是 V 上 的 一 个 埃 尔 米 特 形 式 ， B = 
一 组 基 . 所 谓 儿 关于 B 的 基本 和 矩阵 是 指 矩 


GB(y) = ($(bi,b;)) = ( 简 记 为 ) (9i;). 


命题 6.5.5 1. 设 Gp(W) = (gi;) 是 一 个 埃 尔 米 特 形式 光 
的 基本 类 阵 ， 于 是 成 立 


‘GB(Y) = GB($), 从 而 gj;i = 57 


特别 地 ， 对 K = R, 有 g;:; = gi;. 

2. 在 少 的 分 别 关 于 V 的 两 组 基 B = {bi1,…,b 一 
{61,… ,b%} 的 基本 矩阵 Gp = Gp(W) 和 GB' = GBp'(%) 之 间 ， 具 
有 关系 式 


‘TGBT = Gp, 


注 : 当 B 和 B' 是 ON- 基 时 ， 则 到 = 了 -1. 

现在 我 们 能 来 证 明 主 轴 变 换 的 存在 性 . 

定理 6.5.6 设 V 是 西 空间 ，w 是 V 上 的 一 个 埃 尔 米 特 
形式 . 于 是 存在 一 组 ON- 基 D = {di,… ,dn}, 使 得 基本 和 矩阵 
Gply) 具 有 对 角形 式 ， 且 对 角 元 为 实数 . 

人 证明: 考虑 由 乡 所 确定 的 自 伴 映 射 f, 见 6.5.3. 由 6.4.14， 
VV 具有 一 组 由 特征 疝 量 所 构成 的 ON- 基 DD = {di,… ,dn}. 按 
照 6.4.12.2, 特征 值 是 实 的 . 于 是 yw(di,d;) =< 和 idi,d; >= 和 i0ij. 

口 


对 角 基 本 甜 阵 的 存在 性 也 得 目下 列 的 方法 : 
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定理 6.5.7 ” 设 站 是 西 空间 ， 沁 是 六 上 的 一 个 埃 尔 米 特 
形式 ， 定 义 


和 1 = Inax{fW(z,zZ);< z,Z >= 1}. 


于 是 Xi 古人 从 属于 终 的 昌 们 颇 映 和 特征 仁 选取 di 使 得 f(di) = 


入 2 二 max{w(z, 7); <z,xz>=1 有 8 rldi}. 


因此 和 是 /的 < Ai 的 特征 值 . 选取 dz 使 得 fdz) = Xzdz,|dz| = 
1, d21di. 如 果 dim Y > 2, 于 是 继续 有 


和 3 = max{yY(7z,7); < zzZ > 一 1z di,d2z 上 | 


在 做 了 n= dim V 步 以 后 , 我 们 融 以 这 种 方式 得 到 了 一 组 ON- 
基 刀 = {di,… ,dn} 使 得 Gp(w) = (6i; 和 i). 

和 巫 明 : 如 果 在 6.5.6 中 那样 ， 选 DD = {di,… 0 在 此 ， 
我 们 能 假设 : 基 元 素 可 以 编号 ， 使 得 Al > M2>:…> Mn. 对 
zZ 三 2 itidi) 有 W(zz) 三 >， Nicici 于 是 利用 < z,z >= 1: 


由 此 刻画 了 入 的 特征 .因而 相应 地 ， 对 和 2,…, 等 等 也 如 此 . 
定义 6.5.8 没 是 V 上 的 埃 尔 米 特 形式 设 oy:V 一 
V* 是 由 其 确定 的 共 思 - 线性 映射 ， 见 6.5.2. 所 谓 乡 的 零 空间 


特别 地 是非 退 化 的 充 要 条 件 是 d det CBN) 天 0. 
证 有 明 : 由 6.5.5, 在 基本 矩阵 Gp = GeB(yV) 和 基本 类 阵 Gp = 

Gp() = (Ai6ij) 之 间 有 关系 式 GBp = :TGDpT. 于 是 按照 3.6.7， 
有 rg Gp = rg GB. 由 矩阵 GD 的 形状 , 我 们 可 看 出 Tg Gp = 
HA Ni #0}= Trg». 

命题 6.5.10 设 几 是 埃 尔 米 特 的 ，V' 是 的 零 空 间 V” = 
V9 的 补 ， 于 是 和 vw, 是 非 退 化 的 

证 明 : 设 y EV' 且 对 所 有 Zz’ EV', 有 w(z',y) = 0. 于 是 对 
所 有 zeEV, 也 有 w(x,y)=0, 即 yw EeEV?NV', 于 是 y=0. 口 

现在 我 们 能 来 证 明 埃 尔 米 特 形式 的 Sylvester 惯 性 定 
理 . 对 每 一 个 这 样 的 形式 风 可 了 唯一 确定 三 个 整数 no,n+,n- > 0， 
而 且 mo 十 n+ 十 mn- =n= dimV. 
定理 6.5.11 设 多 是 了 上 的 一 个 埃 尔 米 特 形式 . 于 是 V 


可 分 解 成 下 和 
了 = 六 和 的 Y. (6.8) 


这 里 了 是 作为 的 零 空 间 Vy 而 被 唯一 确定 的 . wy+ 是 
正定 的 ， Iy- 是 负 定 的 . 即 


r EVT\{0} -> (zz) >0 


及 
rEV \{0 => vz,7) < 0. 


令 dm V?=no, dm V+ =nj, dim V-=n_. 整数 no,m+ mm- 
是 唯一 确定 的 . 
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证 明 : 为 了 证 明 分 解 (6.8) 的 存在 性 ， 我 们 在 站 上 导入 一 
个 数量 积 < ，>. 令 D= {di,… ,dn} 是 如 6.5.6 中 的 一 组 ON- 
基 ， 于 是 (di,d;) = 和 i6i;. VW 是 由 和 ;= 0 的 那些 4d; 所 生成 的 
空间 ， 设 V+ 是 由 使 入 ; > 0 的 d; 所 生成 的 子 空间 ，V -为 由 使 
X < 0 的 ;所 生成 的 子 空间 . 一 般 地 说 ， 这 样 所 定义 的 分 解 目 
然 是 依赖 于 数量 积 的 选取 . 
现在 如 在 (6.8) 中 那样 ， 考 虑 一 个 进一步 的 分 解 : 


TV 一 vy’ 中 V'+ 中 TU 一 


于 是 V”= V? = % 的 零 空间 剩 下 只 要 去 证 明 dim VY' = 
dm vv+ 和 dmyY” = dim V-. 显然 只 需 证 明 第 一 个 等 式 . 


pri:V=V @Vi@V 一 TY 


Z 一 Z0 十 I++ 十 2 上 r+. 


我 们 指出 : ”ker (pr+|,,;) =0. 于 是 dim Y” < dim V+. 将 

分 解 反 转 过 来 ， 同 样 可 得 出 dim V+ < dim V”. 

事实 上 ，z EV 一 Wiczz) >0 及 ze ker pr+ 一 > z= 

zo 十 Z_,， 于 是 V(z,z)<0, 即 z=0. 口 
我 们 以 一 个 关于 体积 的 绪 果 作为 本 蔬 的 结束 . 
定理 6.5.12 设 V 是 一 个 西向 量 空间 ， dim V =n. 对 

7 的 一 组 ON- 基 D = {di,… ,dn}, 我 们 定义 映射 


Ap:(z Ln) EV xX. XV det(< zi,d; >)eC. 


如 果 D' 进 一 步 是 一 组 ON- 基 ， 则 成 立 


人 D’' = eoAD, 
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这 里 
ely 一 det ($b O Dp) 一 det(Bp. O $5 ). 


最 后 ， 对 任意 的 (z1,… ,zn) EV x .… x V，Gram 行 列 式 定义 
| 


det( < Ti, Ti >) 一 和 AD(zl， “+ , Tn) ND(T1,: ' , Tn ). 


称 数 (det(< zizji > >))? = |Ap (z1,… ,Zn)| 为 平行 多 面体 
{9 ,tizi,0 之 t; < 1} 的 体积 . 

证 明 : 设 D' = {di,…,d’}. 因为 dj = ,<d;ds>d, 所 
以 再 六 oo 更 D' 关于 基 DD 的 矩阵 表示 B 的 元 素 bjk 是 用 < dj,d% > 
来 给 出 的 ， 于 是 


<zodk >= > <zrid;><dd; >= <r,d; ><d;,d, >. 


1. 对 R*, 讨论 具有 下 列 范 数 的 单位 圆 ( 即 范 数 为 1 的 向 
量 的 集合 ) 的 形状 : 

(a) |(z,y)| = Vz2 + 22， 

(b) |(z,9)| = max{|z|, ly|}, 

(c) |(z,9)| = |z| + Iyl. 

2. 在 [0,1 上 连续 实 值 函数 的 空间 C([0,1; R) 中 考虑 阶 <4 
的 多 项 式 所 组 成 的 子 空间 . 坛 确定 关于 数量 积 


<f,g>= fn )g(t)dt 
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的 一 组 属于 基 B= {bo…… ,by} 的 标准 正 交 基 ， 这 里 b; = zx". 

3. 证 明 : 赋 范 癌 量 空间 (V,| |) 总 能 被 完备 化 成 一 个 Ba- 
nach 空间 (| |). 选 V 中 Cauchy 序 列 的 等 价 类 为 V 中 的 元 
素 z( 两 个 序列 是 等 价 的 ， 如 果 它 们 的 差 是 一 个 零 序列 ). 

4. 考虑 由 (n,n)- 和 窍 阵 所 构成 的 K- 向 量 空间 Mk(n,n), 这 
里 天 =R 或 C. 这 个 空间 能 与 KK” 恒 同 . 

(a) 证 明 det : Mk(n,n) 一 KK 及 Tr :Mk(n,n) 一 天 是 
连续 的 . 

(b) 更 一 般 地 ， 考 虑 上 映射 xy : Mk(nn) KO0SIEn, 


它 把 一 个 矩阵 4 对 应 于 其 特征 多 项 式 Xa( = > xj 好 中 关于 如 


的 系数 x 证 明 : Xx; 是 连续 的 . 
5. 设 [a,b] CR 是 一 个 财 的 有 和 寞 区 间 ， a < 0. 


在 C([a,b]; R) 中 关于 | |w 是 稠密 的 . 证 明 ， 它 对 于 | |2 也 是 成 
立 的 . 

6. 设 4= (aij) ee Mr(n,n) 是 对 称 的 ， 即 对 所 有 i,7， 有 
“A = 4 或 者 aij = a;j;i. 考虑 上 映射 


(a) 证 明 : < ，> 对 于 每 个 变量 都 是 线性 的 ， 且 < ,> 是 
， 即 对 所 有 zye 了 了 及" 有 < zy>=< yy,z >. 


(b) 证 明 : 对 所 有 zeER",z 关 0 有 <z,zx>> 0 的 充 要 条 件 
是 对 所 有 mm = 1,…: ,n 及 左边 上 面 的 子 答 阵 Anm = (ai;j)1<ij<m 
的 行列 式 ， 成 六 det 4 > 0. 

(提示 : 对 nn 使 用 归纳 法 . ) 

7. 考虑 一 个 西向 量 空间 {V,< ，>}. 设 z1,… ,zk 是 V 中 
的 个 元 素 . 考虑 (k,k)- 和 矩阵 G = (< zizi >)1<i,j<x 证明: 
detG > 0, 且 detG =0 仪 当 {z1,… ,zx} 是 线性 相关 时 才 成 立 . 

注 : 称 G 为 k 个 元 素 的 Gram 行列 式 , 见 6.5.12. 对 n= 2， 
这 是 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 

. ,zk} 是 自由 的 ， 则 利用 这 个 集合 所 生 


空间 , 有 昌 U CcV 是 一 个 子 空间 . 


称 sv 为 天 于 子 空间 UU 的 镜 射 
10. 设 V 是 一 个 有 限 维 的 西 空 间 . 称 seV) 为 错 射 ， 如 
果 s 关 1d 和 sos= 1d. 证 明 : 对 一 个 镜 射 s, 存在 一 个 唯一 确 
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定 的 子 空间 U CV, 使 得 s = sv, 即 镜像 映射 s 是 在 习题 9 中 有 定 
义 的 关于 子 空间 了 的 镜 射 sv. 

11. 设 V 是 一 个 2 维 欧 氏 同 量 空 间 ， je O(V). 证 明 : 

(a) 如 果 det(f) = -1, 则 f 是 关于 一 个 1 维 子 空间 的 镜像 
映射 ( 简 记 为 f 是 一 个 直线 镜 射 ). 

”(b) 如 果 det(f) = 1, 则 /是 两 个 直线 镜 射 的 滋 积 . 

” (提示 ， 对 一 个 任意 的 直线 镜 射 s, 成 立 det(so 让 = 一 1.) 

12. 设 V 是 一 个 有 限 维 的 西 癌 量 空 间 ， 设 f:V 一 了 为 
线性 的 . 证 明 : /是 正规 的 ( 即 fof*=f*of) 的 充 要 条 件 是 
关于 适当 的 ON- 基 ， J 
空间 ,， 且 Vc = 二 V+1V 是 


个 埃 尔 米 特 形式 证 明 : 
(a) 对 所 有 (z,y) EV xV, 满足 


AZ) f(y)) = Yr, Y) (6.9) 


的 je GL(V) 的 集合 U(V,) 构 成 了 GL(V)(=V 的 线性 双 射 的 
群 ) 的 一 个 子 群 
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(b) 设 儿 是 非 退 化 的 . 若 一 个 线性 映射 : V 一 下 满足 
(6.9), 则 fe GL(V). 

15. 设 V 是 有 限 维 实 向 量 空 是 V 上 的 一 个 对 称 的 
双 线 性 形式 . 证 明 : 关 对 所 有 的 5 0, (Zz,z) 关 0, 则 对 所 有 
的 z 关 0, WwW(z,z) 有 相同 的 符号 . 
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仿 射 几何 


7.1 仿 射 空间 


我 们 来 定义 回 量 空间 站 上 的 仿 射 空间 4 = A(V) 的 概念 . 
人 1-1 对 应 的 . 本 质 上 ， 这 个 构造 涉及 到 让 零 元 
素 0 eV 起 着 一 个 突出 的 作用 , 且 使 它 与 V 的 所 有 元 素 等 价 . 于 
是 A 成 为 一 个 齐 性 空 s 间 ， 加 法 群 V 在 其 上 单纯 可 迁 地 作用 着 . 
将 点 o€ A 标明 为 原点 就 导出 了 一 个 与 V 保 持 结 构 的 同 构 . 

定义 7.1.1 设 V 是 任意 域 K 上 的 一 个 向 量 空 间 . 我 们 
称 V 上 的 仿 射 空间 A = A(V) 是 指 一 个 集合 ， 称 此 集合 中 的 元 
素 p, q, 7 为 点 ， 进 而， 对 每 个 ze 了 ， 定义 一 个 双 身 


t+: .4 一 .4，DphFz 十 P， 


称 之 为 用 (向 量 ) z 的 平移 ， 使 得 成 立 : 

1. (z+y)+p=7z+ (y+p). 

2. 对 4 中 任意 两 点 D 和 9， 人 存在 正好 一 个 ze V， 使 得 
z 十 D=9. 这 样 的 z 也 用 (gq 一 p) 或 者 g 一 p 来 表示 . 

命题 7.1.2 设 A 是 V 上 的 仿 射 空间 . 于 是 映射 


V( 加 法 群 ) 一 Perm A; zz 上 Dz+ (7.1) 


是 一 个 群 态 射 ， 且 其 核 为 0, 于 是 为 单 射 ， 即 


z 十 二 ld 4 < 一 Z 一 06E 信 


证 明 : 按 1.2.2，Perm 4 中 两 个 元 素 上 /和 9 的 复合 /9 是 
用 gof 给 出 的 . 7.1.1.1 指 出 : (7.1) 是 一 个 态 射 : (z 十 四) 十 一 
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(z+) : (+). (这 里 我 们 已 用 了 z +y = y 十 x?). 特别 由 此 可 得 
0+ = id4. 7.1.1.2 列 含 0eY 是 〈7.1) 的 核 中 的 唯一 的 元 素 


是 按 11 2. 7 的 术语 ， ;作为 在 V 上 的 左 平移 z 十 三 了 zc. 7.1.1.1 
表明 Lj4y = Ls:L,. 而 且 由 于 (y 一 2) 十 z= 二 y, 7.1.1.2 成 立 . 

汪 : 在 A(V) 的 模型 V 中 ， 扣 0 eV 是 作为 “原点 来 特定 
的 ， 而 在 A(V) 中 没有 特定 的 点 . 现在 我 们 说 明 ， 这 是 A 和 其 
模型 之 间 的 唯一 区 别 . 

定理 7.1.4 设 A4= A(V) 是 V 上 的 仿 射 空间 . 点 o€ 4 
( 称 为 原点 ) 的 选取 相当 于 映 至 4 的 模型 上 的 一 个 保持 结构 的 
同 构 


Bp: A—V; pP (po). 


也 称 (p 一 o) 为 p 关 于 o 的 位 置 向 量 . 
征明: 因为 7.1.1.2, B, 是 双 射 . ,与 平移 交换 : 


BT+p)= (+P) -0o=7+(p -0)= 72+®(p). 
中 间 的 等 式 得 目 
((z+p)—o0)+o=z+p= (z+(p~o0))+o. 


逆 有 映 射 Bj- 是 用 z 一 z 十 o 给 出 的 . 口 
命题 7.1.5 成立 着 下 列 计算 规则 : 
1. (p—p)=0¢€V. 
2. —(g—7p)= (p— 9). 
3. (7 一 gq) 十 (gq 一 p) = (7 一 p) (三 角形 法 则 ). 
4. (g—-p) = (gq —p') < (gq -9) = (p' 一 p) (平行 边 形 法 则 ). 
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证 明 : 对 1.: (p 一 中) 十 D=0 十 2. 
对 2.: (p—gq)+(g—p)=(p—p)=0. 


对 3.: 在 两 边 应 用 p. 

对 4.: 由 假设 知 ，(& -9) = (gq -2 ')+(p' —p)+(p—9q) = (p —p). 
反 过 来 ， 也 同样 可 得 . 口 

我 们 现在 来 讨论 所 谓 的 重心 计算 . 


引 理 7.1.6 ” 设 (p),er 是 4 = A(V) 中 的 一 族 点 .对 于 KK 中 
的 具有 有 限 类 型 的 族 (a,),er ( 即 对 几乎 所 有 的 .e I， 有 a, = 0)， 


且 满 大 Q, = 1, 则 捅 2 Qi(Ppi 一 0) 十 o 与 o€ A 的 选取 无 关 . 


例 7.1.7 i. 如果 族 仅 由 一 个 元 素 p 构 成 ， 则 重心 总 是 
p- 当 对 所 有 ET, 有 p= 7p, 则 也 有 同样 的 结论 . 

2. 选 o€E A. 设 (pjer 是 4 中 的 一 个 族 ， (bjer 是 天 中 的 
有 限 类 型 的 一 个 任意 的 族 . 则 有 
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一 >》 Bb.(p, 一 0) 十 0. 


3. 设 p1 关 pz2,Q1 十 a2 = 1. 于 是 人 们 能 把 aipi + azps? = 
a2(p2 一 Di) 十 Di 看 成 是 过 两 点 pl,pz 的 直线 上 的 点 . 因为 az 能 
任意 选取 ， 所 以 我 们 能 以 这 种 方式 得 出 直线 上 的 所 有 的 点 . 关 
于 且 线 的 概念 ， 可 参见 7.1.11. 


] ] 
{ai(3Pp2 + ps) + Qo2p1, ad + 02 = 1}, 


(B1(3p: 十 >p1) + B2p2, Bi + bo = 1}, 


] ] 
{Yi(ap1 十 5P2) 二 Y2p3, Yi 十 Y2 二 1} 


的 黄瓜 这 三 条 直线 的 交点 得 目 (ai,a2) = (Bi,PB2) = (7i72) = 
(53) 

定义 7.1.8 所谓 -4 的 一 个 ( 仿 射 ) 子 空间 已 是 指 4 的 一 
个 子 集 8 关 9, 它 关 于 重心 映射 是 闭 的 . 即 如 果 (p,)ier 是 5 中 的 
族 ， (a,j,er 是 五 中 的 族 ,， 且 > ao =1 则 > ,ap € B. 这 里 以 
及 下 文中 设 (ai)ier 总 是 有 限 类 型 的 . 

A = A(V) 的 仿 射 子 空间 和 VV 的 子 空间 有 紧密 的 关系 : 

定理 7.1.9 1. 设 Bc 4= .A(V) 是 仿 射 子 空间 . 设 o e 8. 
于 是 8.(8) = U0 是 V 的 一 个 子 空间 . UV 与 o€ 8 的 选取 无 关 . 
称 B,.(B8) 为 B 的 方 同 .我 们 今后 也 将 它 写 成 Us. 

2， 设 UcCcV 为 子 空间 . 选 oe A = A(V). 于 是 8 = 
{z+ 十 o,z EU} 是 4 的 具有 方向 UU 的 仿 射 子 空间 . 

征明: 对 1.: 按照 7.1.7.2, B88.(8) 如 含有 GB,(p,) = p, 一 0 一， 
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Bo(B8) 是 B,.(B) 中 族 (zj,er 的 线性 生成 集 . 如 果 o 和 o' 在 B 
中 则 (p 一 o0) 一 (0' 一 0) = (p 一 0 ) 也 在 8 中 , 且 有 (0o’ 一 0) € ®,(B). 
于 是 (8) C ®B。(B). 同样 有 名,(B) C 更 v (8B). 
对 2.: 设 (zjier 是 过 中 的 族 ，(ajer 是 天 中 的 话 ， 且 满足 
> 一 1. 于是》 Q(T 二 0)= 2 az 十 OE 1. 口 
在 2.3.1, 2.3.3 中 我 们 已 经 导入 了 子 集 CV 的 线性 生成 
集 [ 轧 . 对 子 集 P Cc A 的 类 似 的 概念 为 : 
定义 7.1.10 设 P 了 #0 是 4 的 子 集 ， 所 谓 忆 的 仿 射 生成 
et [P| = {2_pep Qpp, 2_peP ap 二 1}. 因为 [有 显然 满足 
空间 性 质 7.1.8, 我 们 也 称 由 [P| 为 由 P 也 所 生成 的 子 空间 . 
定义 7.1.11 设 8 是 4 的 子 空间 , 令 8 的 维 数 dim 8 为 
dm Ug. 特别 地 ， dm A(V)= dimV. 
dim 8 = 0 意味 着 B = {p}. 
dim B = 1 意味 着 8 是 由 两 个 不 同 的 点 p,q 所 生成 的 ， 
= [{p,9}]. 于 是 我 们 也 把 8 记 为 9pq, 且 称 9pq 为 过 p 和 gq 的 
直线 . 
dim 8 = 2 意味 着 如是 由 三 个 不 共 线 的 点 PP9qr 所 生成 ， 
即 p,q,7r 不 共 属于 一 条 直线 9 c 4. 于 是 我 们 也 称 8 为 一 个 平 
面 ， 今 后 记 为 E, 或 如 果 E 中 的 p,qg,q 不 共 线 ， 则 记 为 Epqr. 


定义 8 的 余 维 数 codim 8 为 codim Us. 如 果 codim 8 = 


证 明 : 这 直接 地 得 目 定 义 7.1.8. 口 

成 立 着 下 列 的 维 数 公 式 ， 可 参见 2.6.6. 

定理 7.1.13 设 8,B8' 是 4= A(V) 的 有 限 维 子 空间 . 于 
是 成 立 


dm B+ dm z 


dm BUB’+ dm BN B’ 当 BNB’zO. 
dim BUB’+ dim UsNUsg'—1,， 当 BNB8’=0(. 


汪 : 我 们 在 这 里 用 BU 8' 来 标记 由 BU 8B' 所 生成 的 子 空间 
[BU 8B], 见 7.1.10. 

证 明 : 设 BNB'’ 关 0. 选取 oE BNB'. 在 8.:A4 一 >V 下 ， 
8 和 1 分别 变 全 Vs 和 Vs BB,(BNB')= UsNnUg, 及 $B,(BUB')= 
Vs + VB， 这 是 因为 由 pe BPeDB, 有 (pp-o+ 一 0) = 
(p+2 一 0) 一 o€ B,(BUB'). 公式 现在 得 目 2.6.9. 

在 情形 Bn 8' = 0 选取 o € 5 ， 且 考虑 由 ou 8 所 生成 
的 空间 8”. 选取 o € B. 则 0o 一 og Ug 阁 Bo(B8'). 因为 
(p' 一 0) = (p' 一 0 十 (0 一 0), 所 以 (8”) = Up 是 由 Bo'(B8') 及 不 
含 于 其 中 的 向 量 (o 一 o) 所 生成 .于 是 dim 8”= dim B'+1. 


BUB"= BUB', 这 是 因为 B”"=[loUB|1 及 oeEB. 
Ug MN Up" = Us NM Us', 这 是 因为 Up = (0 一 O ) U Ug |. 


于 是 dm (8n8”)= dim (UBp Us'). 我 们 能 对 8,8B" 运 用 第 
一 个 公式 . 口 

例 7.1.14 1. 设 4= 了 及 .考虑 4 中 两 条 异 面 直线 9 和 
9, 即 9N 9 =0 和 Ugo 关 Ug'. 按 上 述 公 式 有 


dim (GU9)= dmog9+ dmo9'+1=3, 
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即 SU 9 = A. 这 也 可 用 下 面 的 方法 看 出 : 在 9 上 选 z,9, 在 
9 上 选 p',q', p 关 9 及 p' 关 q. 在 我 们 的 假设 下 ， (z 一 p), (gq 一 
7), (9 一 p) 是 线性 无 关 的 ， Bp( 98U 9') = R*. 我 们 也 称 这 四 个 
扩 p,9,p ,9 构成 了 一 个 一 般 四 面体 . 

2. 考虑 在 4 = R* 中 的 一 个 广义 三 角形 p,q,7, 即 (gq 一 p) 
及 (7 一 p) 是 线性 无 关 的 . 于 是 每 点 se R 具有 一 个 形 如 s = 
Qap 十 Bq 十 Y7 的 表示 ， 这 里 a+B 二 Y=1, 即 具 有 唯一 确定 的 重 
心 坐标 (a, 6,Y). 满足 a > 06 > 0,Y > 0 的 扩 构 成 了 这 个 三 
形 的 内 部 . 

例 7.1.15 A 的 两 个 子 空间 8,8' 称 为 是 平行 的 ( 记 为 B81 
B'), 如 果 dim 8 = dim B', 且 ws = @,(8) 和 Us, = B,(B') 是 
一 有 致 的 ， 这 里 o€ B,o'€ BB'. 

命题 7.1.16 1. 81| 8' 是 在 k 维 子 空间 中 的 一 个 等 价 关 


系 . 


2. 8 || 8B' < 二 > 存在 一 个 zeV, 使 得 z+B=8B'. 
征明 : 对 1.: 得 目 1.4.2.3. 
对 2.: Bj10 $= (o 一 oj+. 于 是 ， 如 果 8 和 oeB,otk 


7.2 仿 射 变换 与 直射 变换 、 基 本 定理 


我 们 现在 来 考察 态 射 ， 即 在 两 个 仿 射 空间 之 间 保 持 结构 
的 上 映射. 我 们 讨论 的 最 精采 部 分 是 仿 射 几何 的 基本 定理 . 所 过 
到 的 所 有 问 量 空间 的 基 域 剖 是 相同 的 . 

定义 7.2.1 设 4 和 4' 分 别 是 V 和 V' 上 的 仿 射 空间 . 称 
映射 


pp:A—A 


为 仿 射 对 应 (或 仿 射 映射 )， 如 果 它 与 重心 映射 交换 . 
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也 就 是 说 ， 对 4 中 一 族 (p,)er 及 K 中 一 个 有 限 类 型 的 满 


仿 射 对 应 wp : A(V) 一 4(VY) 与 线性 映射 有 看 系 密 的 关系 . 
定理 7.2.2 1. 设 p:A= A(V) 一 4' =-4Y) 是 仿 射 
的 .选取 o ee A. 于 是 


fo:V—V'; rm Y(r+o)— yp(0) 


是 线性 的 . 如 果 我 们 令 gp(o) = o', 则 我 们 也 能 号 fs = Boopo@®; 1. 
fw 与 o€ A 的 选取 无 关 .， 我 们 称 fo 为 从属 于 yp 的 线性 映射 . 

2. 有 反 过 来 ， 设 给 定 一 个 线性 映射 f :Y 一 VV' 及 A = 
A(V),A' 二 A(V'). 选 oe A,o' € A'. 于 是 


pf :4 一 4; pm f(p—o)+o 


是 仿 射 的 ， 我们 也 能 写 py = Bj ofoB。. 从 属于 wy 的 线性 映 


.: 利用 7.1.7.2, 我 们 有 


jz(2- Bz,) = (2 jz 十 oj) 十 代 一 2 0 一 Po 
一 -> Cop(z， 十 0) 十 (1 一 5 B.)p(o) 一 p(o) 
一 _ ypi(yle, 十 0) 一 p(o)) = 一 2 有 je(z 


= p(z 十 02) 一 9(02), fw 二 原 扣 的 选取 无 
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空间 . 于 是 pr - = p(B) 是 的 仿 射 空间 ， 且 胡 LVB' = fo(Usg). 
延明 : 选取 o€ B. 于 是 p(B) = fs(Ug) 十 2(o)， 即 


例 7.2.4 1. 对 每 个 zeEVz+:A 一 > 4 是 仿 射 的 ， 且 有 
fz+ = ldy :VV 一 V. 这 是 因为 Pirroo (Zz 十 )oB-!: 是 复合 


A. 令 ,(B8) = U,B(B8') = UV'. 于 是 yr 是 U 在 V 中 的 补 利用 
pr :TY 一 UVUz=zr+z EU+U' > Tv, 加 用 B-!oprvo Bo 
去 定义 prg : 4 一? B. 称 prg 为 4A 沿 平 行 于 B' 的 方 同 到 B85 上 的 
射影 . prs :4 一 18 是 仿 射 映射 . 

3. 设 子 空间 5o, B61 是 平行 的 ， 见 7.1.15. 如 果 p :A 一 4 
是 一 个 仿 射 映射 ， 则 象 空间 B86 = yp(B80), B81 = vp(81) 是 平行 的 . 
这 是 因为 按照 7.2.3, 有 Up = Up; = fp(UBs,). 

下 列 结果 表明 ， 仿 射 映射 是 作为 仿 射 空 间 的 范畴 中 的 态 
射 . 

定理 7.2.5 1. id :4 一 .4 是 仿 射 映射 . 


' 180 . 


2. 设 p:A 一 A 和 ow':A' 一 > A” 是 仿 射 映射 .于 是 复合 
pop :A 一 > 4A” 也 是 一 个 仿 射 映射 . 

证 明 : 这 立即 得 自 7.2.1. 

定理 7.2.6 1. 设 4= A(V) 是 一 个 仿 射 空间 . 仿 射 双 射 
p : 4 一 > 4 的 集合 Af (4) 是 4 的 双 射 群 Perm 4 的 子 群 . 
称 A 企 (4A) 为 4A 的 仿 射 变换 群 . 

2. 7.2.2.1 中 的 映射 


f:pe Aff (A)— fs, € L(V;V) 


的 象 集 是 V 的 线性 上 自 同 构 群 GL(V). f 是 群 态 射 ， ker f 是 4 
的 平移 群 V+ 涯 也 . 

证 明 : 对 1.: 按照 7.2.5, 如 wp' Eee A 人 (4)， 则 也 有 
popE Aff(A). 且 由 于 Pop 一 = lid4pe AH(A), 有 


po》 cuD, ) 一 orL(》， QI 9 pp (p.)) 
~ wlio p(》， au 一 (P,)) 一 >》, a.p  (p.). 


于 是 也 满足 子 群 判 据 . 

对 2.: 由 jerop(p-o) = Yiop(D)-piop(o) = fyp'(p(p)—¥(0)) = 
fo'ofo(p 一 0), 且 由 此 有 fsofs-: = ldv, 所 以 /是 群 A 企 (4A) 到 
GL(V) 中 的 一 个 态 射 .按照 7.2.2, f 是 满 射 . we ker /意味 
着 对 有 所 有 pe A, 有 wp(p) = (yp(o) - o) +p, 于 是 p= (p(o) 一 0)++. 

口 

定义 7.2.7 设 A= A(V) 是 V 上 一 个 仿 射 空间 . 所 谓 4 
的 一 个 仿 射 参照 系 (也 称 为 仿 射 基 ) 是 指 偶 (0, B), 这 时 o 是 .4 
中 的 一 点 ，B 是 V 的 一 组 基 . 

注解 7.2.8 设 dimA=n. 于 是 我 们 也 把 具有 下 列 性 质 
的 nn 十 1 个 点 的 集合 P= {po,pP1,… ,Pn} 称 为 4 的 仿 射 参照 系 : 
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B = {pi 一 po,… ,mm 二 po} 是 站 的 一 组 基 . 于 是 这 样 的 已 确定 了 
在 7.2.7 的 意义 下 的 一 个 参照 系 (po = 0, B). 反 过 来 ， 偶 (o, B)， 
这 里 B= {01,… ,b}, 提供 了 形 如 P = {o = po,b1+0,… ,bn 二 0) 
的 一 个 参照 系 . 

定理 7.2.9 “对 仿 射 空 间 4 = A(V), dim A=n, 存在 一 
个 仿 射 参照 系 (0, B) = (o, {b1,… ,bn}). 


PB) ~ BpoB, :A— kK" 


给 出 了 到 仿 射 空间 K" 上 的 一 个 仿 射 同 构 ( 见 7.1.3). 

汪 : 利用 7.2.8 中 一 个 参照 系 P, 可 定义 相应 的 Bp. 

证 明 : V 具 有 一 组 基 B = {b1,-… ,bn}， 由 此 得 到 .4 的 一 
个 仿 射 参照 系 (0,{01,:… ,bn}). BpoB, :A 一 ， K" 是 用 p 一 > 
BBp(p 一 0) = 2j; Qiei 来 给 出 的 , 这 里 = {el1,… ,en} 是 典范 基 . 
因为 更 Bo Bo (2 iaipi) = @B(2 iaiDi — 0)) = 2; QiBB o Bo(pi)) 
所 以 Bp oE。 是 仿 射 的 . 国 

定理 7.2.10 设 (o0,B) = (o,{01,… ,bn}) 是 A 的 仿 册 参 


1. 如 果 p C 人 于 (A), 则 (p(o),{ 帮 (0)… , fo(bn)}) 是 仿 射 


于 是 (p(0), [Pr en) 是 一 个 念 射 参照 系 . 


A 中 每 条 直线 的 象 5( 9) 仍 为 一 条 直线 . 此 外 ， 我 们 假定 基 域 
KK 的 特征 关 2, 即 1+1 关 0. 

注解 7.2.12 1. 仿 射 变换 op :A 一 4 显然 是 一 个 直射 
变换 . 这 是 因为 由 7.2.3, 有 Up) = fo(U). 于 是 如 果 dim 8 = 
dim U =1, 则 也 有 dim w(8) = 1. 

2. 我 们 假设 基 域 有 2 关 0 是 为 了 在 下 列 引 理 中 证 明 绪 论 : 
直射 变换 把 任意 维 数 的 子 空间 变 全 相同 维 数 的 子 空间 . 如 果 在 
真 射 变换 的 定义 中 要 求 如 此 ， 则 假设 2 关 0 是 多 余 的 . 

3. 现在 我 们 仅 限 于 讨论 dim A < ooe 的 情形 一 一 对 一 
般 情 形 可 以 类 似 地 进行 处 理 . 

引 理 7.2.13  ” 设 5:.4 4 是 一 个 直射 变换 . 则 仿 射 子 
空间 B 的 象 8B = 5(5) 仍 为 仿 射 子 空间 ， 且 dm 8 = dm &. 


证 明 : 我 们 对 ! = dm 283 用 归纳 法 ， 对 ! = 1 结论 是 显然 
的 . 设 对 维 数 <! 的 子 空间 ， 结 论 已 被 证 明 ， 现 设 dim 8 =1. 
在 8 中 选取 点 {po,p1,… ,pfj， 使 得 每 点 pe 8 被 唯一 地 表 为 
和 ;aipi) 其 中 > ,ai = 1. 于 是 {pi;} 构 成 了 8 的 一 个 仿 射 参照 
系 . 


我 们 首先 指出 ， 对 每 个 pe B, 存在 子 空间 U 和 VY, 它们 分 
别 是 由 一 点 Dj 以 及 其 补 集 {pi,i 关 站 或 者 由 一 对 乓 {pj,px} 及 其 
补 集 {pi,i 关 jk} 所 张 成 , 使 得 p = Bq+yr,q EU,r EV,B+Y=1. 
即 p 属 于 由 {q,7} 所 生成 的 直线 9. 

按 假设 ， ZU) = WU,5(VY) = V,5p( 9) = 9 是 子 空间 ， 于 是 
Pp(p) = 5 可 写成 >,Gipi， 其 中 3 ,ai = 1, 这 里 5 = 5(pi)， 因 
为 每 一 个 满足 > ,6G; = 1 的 点 > ;Gipi; 能 被 理解 成 通过 上 述 适 
当选 取 的 子 空间 WU,? 中 的 点 4,7 的 直线 上 的 点 ， 于 是 可 得 出 : 
6 = p(B8) 是 4A 的 一 个 1 维 子 空间 . 


现在 来 对 一 个 给 定 的 p= ,aipi, 给 出 U 和 7 的 构造 我 
们 可 假设 ,对 所 有 i, 有 ai 关 0. 设 这 些 a; 中 的 一 个 ， 壁 如 说 aj， 
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并 写 


如 果 对 所 有 的 i, 有 ai =1, 则 和 ,oa =1+1=1. 我 们 写 


= 2(; 了 Do 十 5p1) + (一 0 Di) 


国 


为 了 确定 所 有 直射 变换 ， 我 们 先 证 明 : 
引 理 7.2.14 设 (0o= po, {pi1,… ,pn}) 是 4A 的 一 个 仿 壬 参 
照 系 ， n > 2. 保持 这 个 参照 系 不 变 的 直射 变换 


():A— A pm 


与 A 的 模型 V 的 基 域 KK 的 自 同 构 ():K 一 > K;a 一 ”aG 之 间 可 
建立 明了 的 可 倒车 的 关系 而 且 如 果 p= > ,aipi > ;ai 一 1， 则 
:GiPi 来 给 出 的 . 


证 明 : 设 ( 天 一 K 是 一 个 域 自 同 构 . 我 们 现在 断 
言 : pj; Qipi 上 一 一 Dp; aipi 是 一 个 直射 变换 . 事实 上 ， 如 果 p = 一 
> ;oaipig 一 > 0ip; 是 不 同 的 点 ， 则 直线 


9 = (on+ 一 》 (aa 十 BBi )pi) a+pb= 上 
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将 被 变 全 生 线 9 = {28+ Pa,6 +p= 中 


有 i= pi,0 <i<n. 如 果 p = ;aipi, 则 写 5 = 2iGipi， 如 对 
i > 0, 有 au = 0, 则 可 得 出 : 1=1 及 0 = 0. 如 果 对 i> 1, 有 
ai = 二 0, 则 由 ao 十 Qi==1 及 G6 十 G1 =1 可 得 出 G0 十 (1 一 a0)=1， 
即 对 所 有 a EK, 有 有 1a=1-&a. 
如 果 对 i > 2, 有 ou =0, 则 有 ao+aa+(1-(ao 十 ai))=1 
因为 a = ao,0 = al 是 任意 的 ， 厅 呈 有 一 (a+6)=0. 于 


对 B= 1 得 出 (二 一 ) 一 去 ,并 由 此 知 a6 = a0. 口 


现在 我 们 来 证 明 所 谓 的 仿 射 几何 基本 定理 . 
定理 7.2.16  ” 设 65:.4 一 .4 是 一 个 直射 变换 ， dlm A > 
2, 1 十 1 关 0. 选 定 4 的 一 个 仿 射 参 照 系 (o = po, {pi1,… ,pnj). 于 
是 5 形 如 Po(), 这 里 2 是 一 个 仿 射 变换 ， (7) 是 一 个 由 7.2.14 
中 用 域 自 同 构 () : K 一 ; K 所 确定 的 直射 变换 . 
证 明 : 由 7.2.13, 我 们 知道 ，{B; = 5(pi),0 < i<n} 构 成 了 
4 的 一 个 仿 射 参照 系 ， 按照 7.2.10.2, 存在 一 个 合理 地 定义 的 
仿 射 变换 p, 满足 p(pi;) = 5;, 再 对 直射 变换 p-1o5 应 用 7.2.14. 
口 
例 7.2.17 对 K=C, 复 共 罗 zEC 一 >z EC 是 一 个 非 
恒 同 的 自 同 构 . 
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然而 ， 成 立 着 

引 理 7.2.18 对 有 理 数 域 Q@ 和 实数 域 RR, 恒 同 是 唯一 的 
域 自 同 构 . 

证 明 : 由 1 = 1 得 到 ， 对 所 有 ne 2Z, 有 元 =n. 于 是 对 所 有 
的 ”= 一 < Q, 得 到 7 =r. 因为 可 将 Y > 0 写成 V7VT7， 所 以 
7 了 > 0. 于 是 a < 6 一 > a< PB. 每 一 个 pe 及 可 用 有 理 数 > 和 s 来 
逼近 ， 使 得 r < p < s. 于 是 万 = p. 口 

补充 7.2.19 对 Q 或 R 上 维 数 >2 的 仿 射 空间 ， 每 一 个 
直射 变换 是 一 -个 仿 射 变换 . 


线性 函数 


7.3 


现在 我 们 对 仿 射 空间 4 = A(V), 考察 类 似 于 V 上 线性 形 
式 的 概念 ,我 们 导入 单 比 的 概念 ， 并 证 明 一 些 基本 定理 . 

定义 7.3.1 ” 设 A= 4(V) 是 一 个 仿 射 空间 .所 谓 线性 函 
数 是 指 一 个 非常 值 的 仿 射 映射 入 : 4 一; KK. 即 : 存在 一 个 非 零 
的 线性 形式 :VV 一 天 ， 及 一 点 oE A, 使 得 
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= AP 一 o) 十 DA(o ~ 0) + A(o) 
一 1/(D 一 o ) 十 入 (o). 


对 2.: 按照 7.2.9, 仿 射 映射 的 复合 也 是 仿 射 的 . 口 

例 7.3.3 设 4= 9 是 一 条 直线 ， 入 : 9 一 五 是 线性 
的 ， 1m 入 = K. 令 和 -i(0) = o, 入 -!:(1) = pi. 因为 pi 关 o, 所 
以 (o,pi) 或 (o,di) 是 9 的 仿 身 参照 系 ， 其 中 di = pi 一 o. 于 是 
入 = 二 (op): 这 是 因为 


Mp) = Xp) - Mo) = hp -oj 一 Da(p -0)) 
= ai 一 0) = a = Bo0,p,) (Pp) 


如 我 们 在 7.3.5 中 所 见 ， 对 任意 维 数 的 空间 ， 类 似 结果 也 


Ha=A (a)= {pE€ A;Mp) = a) 


是 一 个 超 平面 . 每 两 个 如 此 定义 的 超 平 面 XK。, Hg 是 平行 的 ， 
上 且 具有 方 同 为 U = ker i). 
征明 : 选取 o e XH。. 于 是 pe Hs。 < (p -0o0) € ker . 
$B,(Ha) = ker !\ 与 a €E K 无关 . 由 3.2.3, 有 codim ker 信 = 1. 
国 


现在 我 们 来 给 出 线性 函数 的 一 个 几何 描述 . 
引 理 7.3.5 1. 设 入 :A 一 K 是 线性 的 . 考虑 XH; = 
A-1(i),i = 0,1. 设 9 是 一 条 直线 ， 它 与 ?to 相交 于 唯一 的 一 


着 平行 于 7 的 方向 到 g 上 的 投影 见 1.2.4.2, Bop:9—K 
是 一 个 坐标 映射 . 
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2. 有 反之， 设 Ho, Hi 是 两 个 不 相同 的 平行 超 平 面 . 选 o € 
Ho, pi = Hi, 用 9 来 标记 由 (0,p1) 所 生成 的 直线 . 于 是 P (op)) 0 
pr og 给 出 了 一 个 线性 函数 和 人 和 与 o € Ho 及 pi € Hi 的 选取 无 
关 . 


证明: 对 1.: B。 :A 一 ;V 将 Ho 了 上映 至 余 维 数 为 1 的 子 空间 
U = ker ls 上 . Bo( 9) 是 与 UV 相 补 的 维 数 为 1 的 子 空间 UV'. 考虑 
平行 射影 pr se :4 一 9. 因为 (2-o) = (p 一 pr og(p))+(pr o(p)—o) 
和 (p 一 pro(p)) EU = ker 所 以 有 Ap) = 和 (pr o(p)). 因而 
HiN 9 是 一 个 合理 定义 的 点 pi1 € 9, 且 有 A(p1) = 1. 按照 7.3.3， 
有 入 5 三 中 (0,p1): 


对 2.: 由 7.3.3, 我 们 知道 8(o0,p,) : 9 一 ? K 是 一 个 线性 也 
#7. pr G : .4 一 9 是 仿 射 的 . 于 是 由 7.3.2.2， 复合 更 (opi) 2P7 59 
也 是 仿 射 的 . 如 果 o € Ho,pi €E KHi, 则 A(o”) =o,A(p1)=1. 口 


注解 7.3.6 ”也 称 线性 函数 入 : 4 一 开 为 坐标 . 这 是 用 
下 面 的 规则 来 定义 的 : 设 dim A=n, 且 设 {Ni,1 <i<n} 是 
线性 函数 ， 它 们 所 属 的 线性 形式 {l; = Wh,,1 < i < 是 线性 无 
关 的 ， 于 是 构成 了 4 的 模型 空间 V 的 对 偶 空间 V* 的 一 组 基 . 
令 和 (0) = Xio， 由 维 数 公式 7.1.13 得 出 ， 交 和 集 NNiXHio 有 维 数 
为 0, 于 是 仅 由 一 个 点 2 所 构成 . 


用 D = {di,… ,da} 来 记 站 的 与 {1,… ,相对 偶 的 基 . 
(o, {di,… ,dn}) 是 4A 的 一 个 仿 射 参照 系 . 于 是 同 构 更 (op) = Bpo 
$B.: 4 一? K" 正 好 是 用 p 一 (和 1(p),… ,An(p)) 来 给 出 的 . 这 是 
因为 ， 如 果 p = > qidi; 十 o, 则 和 ji(p) = aj. 


定义 7.3.7 设 (p,p1,p0) 是 直线 9 上 的 点 ， 且 有 po 关 pi. 
所 谓 (p,pi,po) 的 单 比 是 指 p 关 于 9 上 的 仿 射 参照 系 (po,pl) 的 
坐标 . 记 为 
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注解 7.3.8 于 是 成 并 


当 我 们 谈 及 后 (p,pl,po) 的 单 比 ， 或 者 写 二 一 时 ， 我 们 


p1 一 Do 
总 是 予 先 假设 pl 关 po. 
命题 7.3.9 “” 单 比 是 一 个 仿 射 不 变量 . 精确 地 说 ， 设 wp: 
4 一 .4 是 一 个 仿 射 变 换 ，9 C 4 是 一 条 直线 , 使 得 9' = (9) 
是 一 条 直线 特别 地 ， 这 对 we Aff (4) 是 成 立 的 ， 则 有 


2 一 po) 了 一 Po 
p(pli) 一 (po) Pi 一 po 


征明 : 因为 p( 9) 是 直线 ， 所 以 有 w(pi) 关 2(po). 现在 结论 
得 日 : 仿 射 变换 yp 的 定义 是 它 与 重心 映射 交换 ， 见 7.3.8. 口 
推论 7.3.10 设 9 是 4 中 的 一 条 直线 ,， 且 入 :A 一 > K 
是 一 个 线性 函数 ， 满 足 入 | G zx 常 值 ， 于 是 对 9 上 的 (p, Pp1, Do )， 
成 立 


六 一 po 


pl1 一 20 


A(p1) — A(po) ”入 (pl) 
A(p) “( 当 和 (po) = 0, 和 (pi1) = 1). 


国 


命题 7.3.11 设 po,p1,71 是 同一 条 直线 上 的 点 ， 且 pi 关 
Po, p1 天 D0. 则 
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证 明 : 选取 在 9 上 的 线性 函数 和 且 Xpo) = 0, 和 (pi1) = 1. 
于 是 按照 7.3.10, 等 式 得 自 入 (p) = J 


.3. 1. 设 9, 9' 是 4 中 的 直线 , 且 9n 9' = fo}. 
议 p 和 4g 是 9 上 不 同 于 o 的 上 尽 ，p' 和 g 是 9 上 的 不 同 于 o 的 点 ， 
则 成 立 


对 2.: 按照 7.1.5.4 (g 一 p) = (9 一 p ) 是 等 价 于 (gq 一 9) = 
(p' 一 p), 而 这 意味 看 Opp 上 9 qq 口 
作为 经 典 结果 的 另 一 个 例子 ， 我 们 有 Menelaos 定理 . 

定理 7.3.13 设 p,g,r 是 仿 射 空间 4 中 的 不 共 线 的 斥 . 


议 p' 6 Gar\{q,7},g C Gpr \{p, r},r" € Gpg \{p, q}. 于 是 成 立 : 


征明 : 9 和 9po 是 不 平行 的 .于 是 存在 一 个 线性 沁 招 
和 :A 一 ?> KK 使 得 和 |。，, = 0 A| 9 关 常 值 ， 于 是 Xp) 关 和 (q) 和 
入 (p) 和 (gq)A(7) 关 0. 由 此 成 立 : 
p,q9 ,7 共 线 > A(q)=0 
< 一 (A(7) 一 JP = = A(7)(A(p) — 和 (gq )) 


Menelaos 定理 的 对 偶 化 给 出 了 Ceva 定理 : 
定理 7.3.14 设 2z ,9 是 4 中 不 共 线 的 点 ， 又 设 


D < Gyr'\{q ,rT },g C Gp'r' \{p' ,Tr },7 C Gp'r' \{p， q}. 
于 是 成 立 : 
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注解 7/.3.15 由 上 述 的 对 偶 原 则 , 在 陈述 中 将 点 换 成 直 
线 ， 和 直线 换 成 把. 此 外 ,还 特别 地 将 两 点 间 的 连 线 换 成 相应 于 
这 些 后 的 直线 的 交 挟 , 两 条 线 的 交点 换 成 相应 于 这 些 直 线 的 点 
的 连 线 . 


于 是 Menelaos 定理 的 对 侦 命 题 可 按 下 列 规则 得 出 : 

直线 9qr，9rp，9pgq 被 相应 地 换 成 点 p')gq' ,rT'. Gpg 门 9pr = 
{p} 被 换 成 点 q ,7' 的 连 线 9@1w', 同样 ， 把 90r 由 9po = {q} 换 成 
Gpr', 把 9on 90r = {7} 换 成 9pyw. p'€ 096r 换 成 9pp 3 zp 
ge Opr 换 成 9qq' 3q ,7 E€ Gpgq 换 成 Grr' 3 7 

7.3.13 中 单 比 的 乘积 被 换 成 7.3.14 中 单 比 的 乘积 , 以 及 一 
个 正 负 符号 的 选择 并 非 很 明了 . 于 是 我 们 在 下 面 给 出 Ceva 定 


理 的 一 个 怡 切 的 证 明 . 

在 每 种 情形 剩 下 要 去 留意 的 是 : 在 仿 射 平面 中 不 相同 的 平 
行 直线 没有 交 氮 . 于 是 只 有 将 仿 射 平面 扩张 到 射影 平面 后 , 在 
完整 的 范围 中 对 偶 方 法 才 有 可 能 ， 对 此 ， 可 参见 第 9 章 . 

7.3.14 的 证 明 : 考虑 三 个 线性 函数 入 0,z : A 一 K, 且 满 
年 Ace ,=0,4|lo ,=0,v|o,,,=0. 我 们 能 假定 A4=E= Epgr 
是 一 个 平面 . 于 是 E 的 模型 V 是 2 维 的 ,因而 从 属于 入 ,yp,v 的 三 
个 线性 形式 ),ij, 纪 是 线性 相关 的 ， 存 在 (a,B,Y) 关 (0,0,0),， 使 
得 

al 十 0 十 7 = 0. 
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于 是 线性 函数 ac 和 + pp +7 = 常数 . 于是， 9 ，9oo， 9 共 
点 等 价 于 该 常数 = 0. 即 线性 方程 组 


aA(P ) 十 DBH(p ) 十 Yz(p ) = 0， 
aq )+ Bu(q)+7Yyrv(gq)=0, 
ar ) 十 DOHUr ) 十 ?72zr )=0 


具有 一 个 非 平凡 解 (a, 8,Y)， 因 为 A(p') = Ag ) = v(m) = 0, 其 
系数 行列 式 为 等 意味 着 : 


HpD )Z(g)Ar ) 十 Z(D Mg JU ) = 0. 


但 这 正好 是 7.3.14 的 右 电 ， 它 可 写成 : 


国 


现在 我 们 来 讨论 Pappos-Pascal 定 理 . . 

定理 7.3.16 设 A 是 一 个 仿 射 平面 ，9, 9' 是 4 中 不 同 
的 直线 . 设 pi,p2z,p3 是 9 上 的 点 ， pi,p9,P3 是 9' 上 的 点 ， 在 
Gn 9 = {0} 情 形 ， 设 它们 与 o 均 不 相同 .于 是 成 立 : 


注 : 我 们 按照 下 述 规 则 来 叙述 结论 ， 考察 过 ps, 且 平 行 于 
Gpzsp' 的 直线 9*. 于 是 它 与 9' 正 好 相交 于 已 经 确定 的 点 p. 上 
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面 作 出 的 9 的 图 形 亦 在 点 pz 处 “终止 >. 于 是 Pappos-Pascal 
定理 是 作为 基本 定理 的 一 个 例子 . 

和 证明: 首先 讨论 情形 9n 9' = {oj. 因为 7.3.12.1, 定理 的 
假设 可 表 为 形 如 


按照 7.3.12.1, 这 意味 着 
Gp2ps || Opsps- 
在 9|9 的 情形 结论 可 以 与 7.3.12.2 的 类 似 方式 得 出 : 
p3 一 D1 一 pi ~ Pp3 及 p2—pi=pi-p2 =p3— p= p2— ps 


品 

一 个 重要 的 结果 是 Desargues 定理 : : 
定理 7.3.17 设 91, 92, 93 是 一 个 仿 射 平面 4 中 的 三 条 
互 不 相同 的 直线 . 将 它们 延伸 后 应 交 于 一 点 oe .4, 或 者 互相 
平行 . 在 9i,1 = 1,2,3 上 选取 pi,qi. 在 Singn czys= {oj 的 
情形 下 ， 这 些 扣 pi, qi; 均 与 o 相 蜡 . 于 是 成 立 : 


03 
G Cpip2 | 0 gq» 太 
/ 和 Cpipa | Og1 ga 缠 含 
d2 
LP oo 
0 D 


1 d 


G3 
| 
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证 明 : 首先 考虑 情形 91n 92n 93 = {o}. 如 在 7.3.16 中 
的 证 明 那 样 ， 我 们 能 将 假设 写成 形 如 


对 于 三 条 直线 平行 的 情形 , 我 们 可 以 借助 于 7.3.12.2 而 证 
得 . - 


我 们 考虑 在 有 限 维 仿 射 空间 4 = A(V) 上 的 一 个 二 次 函数 
k :A 一 K. 这 种 函数 的 “ 主 部 ”是 六 上 的 一 个 非 平凡 的 对 称 
双 线 性 形式 . 称 集合 {k = 第 数 } 为 仿 射 二 次 型 . 

应 用 二 次 形式 的 分 类 ， 我 们 欲 对 这 些 二 次 型 子 以 进一步 
的 分 类 .对 同 量 空间 站 的 基 域 天 ,我 们 假设 1+1=2 关 0. 对 
于 研究 对 称 双 线性 形式 来 说 ， 这 是 一 个 有 用 的 假定 ， 因 为 在 
1+1=2=0 的 情形 ， 理 论 将 是 完全 另 一 种 面 魏 . 

我 们 从 关于 对 称 双 线性 形式 的 一 些 基 本 绪 果 开始 进行 讨 
论 . 这 可 认为 是 对 6.5 中 关于 天 = 及 的 讨论 的 推广 

定义 7.4.1 1. 所 谓 V 上 的 一 个 对 称 双 线性 形式 是 指 一 
个 上 映射 区 :YY xy 一 天, 使 得 

(a) yaz + oar’,y) = or,Yy) 十 ap(z 2)， 

(b) Y(yz) = w(x,y). 
于 是 儿 关 于 两 个 变量 均 为 线性 的 . 

2. 设 B= {bi1,… ,bn} 是 V 的 一 组 基 . 所 谓 w 关 于 B 的 基 
本 和 矩阵 是 指 和 矩阵 
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3. 对 于 一 个 对 称 双 线性 形式 多 , 定义 线性 映射 


ou:V 一 人 了 ; V F- WU ,yy). 


于 是 利用 自然 配对 < ，>:Y xy 一 K, 有 < zov(y) >= 
(rz,y). 区 的 雯 空间 亿 是 cov 的 核 . 少 的 秩 rg yw 是 dm V - 
dim Vy. 如 果 rg y= dm V, 则 称 光 是 非 退 化 的 . 
关于 对 称 双 线性 形式 的 基本 定理 是 
定理 7.4.2 设 是 V 上 的 对 称 双 线性 形式 . 于 是 存在 V 
的 一 组 基 D = {di,…: ,dn} 使 得 Gp(w) = (6i;ai;). 这 里 a; 冯 0， 
对 1 <i<r= rg wy. 

企 K = R 的 情形 ,我们 总 能 使 得 对 1 <1i<p, 有 ai=1, 对 


， 我 们 能 使 a; = 1， 对 1<i<r 

rg 少 = 二 0， 则 对 VV 的 任意 一 组 基 D, 有 
Gp(yY) = (0) 现 令 r > 0. 我 们 对 n= dim VV 运用 归纳 法 . 对 
n 二 1, 命题 是 正确 的 . 存在 di EV，, 使 得 (di,di) = ail 关 0. 这 
是 因为 存在 V 中 的 xz 和 wy, 使 得 (zx,y) 关 0. 因此 在 


— p(y,Y) 


U- ， 于 是 7- 是 线性 形式 oy(di) 的 核 因为 < oy(di),di >= 
ww(di,di) 关 0, 所 以 有 dm 7V- =m2 -1 这 里 n= dm V. 因为 
di 4 U-, 于 是 U-- 是 0 的 一 个 补 . 

特别 地 ，U 一 包含 了 少 的 零 空 间 V ”= Vy. 按 归纳 假设 ， 
U 一 具有 一 组 基 D = {ds,… ,d}, 使 得 ydid)) = Qi0i;， 这 里 对 
i>7, Qi 二 0. 连同 由 一 起 ， 我 们 得 到 了 所 和 布 望 的 基 忆 . 
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K=R 和 a; 0 i。 如 
在 和 a; > 0 的 情形 下 ， 入 如 果 


ai<0, 则 用 -来 替代 才 对 于 痢 的 基 元 素 ， 我 们 还 是 记 为 


di, 于 是 yw(di,d;) = 土 bi;,i,7 <7. 通过 重新 编号 ， 我们 得 到 了 一 
组 具有 所 需 性 质 的 基 . 由 6.5.11 的 内 容 知 ，p 和 g 是 唯一 确定 
的 . 


图 


K=C 和 和 a; i- 
在 和 


我 们 再 来 提 及 与 6.5.9 相 对 应 的 内 容 : 

命题 7.4.3 对 V 的 任意 一 组 基 B, 有 rg w= rg GB(W). 
特别 地 ，% 是 非 退 化 的 充 要 条 件 是 det Gas(%) 关 0. 

证 明 : 如 在 6.5.5.2 的 证 明 中 那样 ， 我 们 首先 指出 基本 
息 阵 Ga = Gp(W) 和 Gp = Gp() 之 间 有 关系 GB = ‘TGDpT， 
这 里 DD 如 在 7.4.2 中 所 设 ,而 T= Vpo GB8 是 可 逆 的 . 于 是 
Ig GB= TgE GD= Tg ww. 国 

现在 我 们 来 讨论 本 节 的 本 质 的 内 容 : 

定义 7.4.4 所 谓 4= A(V) 上 一 个 二 次 消 数 是 指 一 个 上 映 


射 
kk : .4 一 人 及 ， 


它 具 有 下 述 性 质 : 存在 oe .4, 使 得 k(p) 可 写成 
(Pp) = w(p—o,p—o)+2l(p—o0)+«r(0), 对 有 所 有 Pp € A. 


这 里 钞 = 是 一 个 对 称 双 线性 形式 ， 且 1 = Wo 是 一 个 线性 形 
式 . % 应 该 不 是 零 形 式 ， 即 Tg 多 > 0. 

注解 7.4.5 1. 如 即将 要 指出 的 那样 ， 关 于 每 一 个 任意 
的 o e A, 成 立 着 «的 一 个 表示 ， 它 们 具有 相同 的 双 线 性 形式 
,但 线性 形式 1 及 常数 项 k(o) 一 般 是 要 改变 的 .- 

2. 如 果 p :4 一 > 4 是 一 个 仿 射 变换 ， 则 kk 和 oyp 痢 是 二 
次 函数 . 
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3. 除了 4 上 的 线性 和 二 次 函数 ， 我 们 也 可 考虑 高 阶 的 函 
数 ， 例 如 三 阶 范 数 ， 也 称 为 三 次 函数 . 在 这 种 函数 中 ， 其 “ 主 
部 ”是 用 VV 上 的 一 个 对 称 3- 线 性 形式 来 给 出 的 . 

引 理 7.4.6 ”如 果 o,o' 是 4 中 的 任意 点 ， “是 4 上 的 一 个 
二 次 函数 ， 则 成 立 


其 中 


情形 4: lu e im oy (于 是 也 有 lo e im oy). 当 w 是 非 退 
化 时 ， 就 是 这 种 情形 . 这 时 可 选 oe A, 使 得 1。= 0, 即 


k(D) 一 VD 一 0)PD 一 0) 十 k(o). 


情形 B: 即 非 4 的 情形 .于 是 我 们 可 选 oe A, 使 得 
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如 果 Y 是 im ow 的 一 个 任意 预先 给 定 的 补 ， 则 可 写成 lo, = 
loit+ilo'2 € 1m ovy+V”. 存在 o e A， 使 得 xuw(o 一 o”) 十 /ol 三 0. 
在 情形 4 时 ， 有 (lo = /ol 在 情形 B, 即 不 是 情形 4 时 ， 可 用 
lo 来 伏 代 Lo ,2， 使 得 lo ¢ Im Oy. 于 是 存在 ol， 使 得 oil 一 o0' € 
ker oplo'(ol 一 0) 天 0， 如 果 我 们 用 o= B(o1 一 0 二 o: 来 代 共 ol， 


目 有 B- -Ale) 则 «(0) =0 D 


关于 二 次 函数 的 基本 定理 是 

定理 7.4.7 设 « :A 一 ?> 是 一 个 二 次 也 数 . 于 是 存在 
4 的 一 个 仿 射 参照 系 (o 了) = (o, {di,… , dn)， 使 得 坐标 表示 
koE@7D=( 简 记 为 ) < : K" 一 > KK 具有 下 述 形式 : 

情形 4: «(7z) = «(61):… ,én) = Di al? +7Y, oi #0. 

情形 B: k(z) = x(€1,… ,én) = Di oi€? -2én,0i #0,7 < 


7 。 

这 里 > 是 对 称 形式 少 的 秩 . 

对 情形 天 = 及 ,有 au=1L1<iI<pai= 一 tbD+1<1iS< 
p 十 9 一 7 


对 情形 KK=C, 有 a;==1,1<i<r. 

证 明 : 对 情形 4, 如 在 7.4.6 中 那样 ， 选 oe A, 如 在 7.4.2 
中 那样 ， 选 D = {di,… ,da}, 则 有 W%(z,z) = > oiéf. 

对 情形 B, 如 在 7.4. 6 中 那样 选 oe A. 因为 l。 4 Im oy, 则 
在 的 零 空 间 V? = ker oy 中 和 存在 一 个 dn, 使 得 lo(d%,) = 一 1. 在 
交 中选 一 组 基 {dr+1,… ,dn}, 使 得 对 "+1<i<m 有 lo(di) = 0. 
我 们 能 如 在 7.4.2 中 那样 用 {di,… ,dr} 把 {dr+i1,:* ,dn} 扩 充 成 
一 组 基 D. 为 了 对 i < "也有 此 (di) = 0, 所 以 我 们 把 这 些 d; 变更 
为 di 十 lo(di)dn. 因为 dE V9, 上 述 做 法 不 会 改变 的 值 . 
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对 K =R 或 K = C, 如 在 7.4.2 中 那样 选取 ai. 
例 7.4.8 1. 考虑 在 R 上 的 二 次 函数 


k(x,Yy) = 11z” 十 19 十 6z — 38y+ 15. 
我 们 先 把 二 次 项 整理 成 对 角 状 ， 即 将 这 个 二 次 型 配方 成 : 


3 9 
k(z,Yy) = 11(z + 本 ) +19(y 一 1 十 15 一 7 一 19 


利用 zx" = z 十 oy = y 一 1, 于 是 我 们 有 


11 
k(z',Y) = 11z” +19y” — ~ 
令 Vllz’ = 7”,V1i9y =y'. 则 
kz ,Y=2 + 五 


2. 设 k :了 及 ”一 > 及 是 用 


kK(T,Y,2) = 7 47y+ 5y +10z2 十 2zz 十 10yz 一 2z 一 2 
= (z+2y) + + 10z’ 
十 2(z 十 2y)z 一 4Vz 十 10yz 一 2z 一 2 


来 给 出 的 . 令 z+2y = z'. 于 是 


k(z' oz) 一 2 十 妇 十 10z2 十 2z/z 十 6yz 一 2z 一 2 
一 (7T' 二 2) 十 咏 十 10z 一 2 十 6yz 一 2z 一 2. 


令 z' 十 z = zx. 于 是 


k(T",Y,2) = 2" + +922+6yz— 2z—2 
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0} 的 子 集 ， 这 里 :A 一 3 KK 是 一 个 二 次 函数 . 
注 : {k=0} 代 表 «-1(0) 或 者 {pe A;n(p) = 0}. 如 果 a eK 
是 任意 的 ， 则 和 “一 样 ， “一 a 也 是 一 个 二 次 函数 x*. 于 是 
{k =a}= {x«r* = 0}. 
定理 7.4.10 设 {ks=0} 是 4 上 的 一 个 二 次 型 . 于 是 存 
在 .4 的 一 个 仿 射 参照 系 (o, D) = (o, {di,… ,dn}), 使 得 五 "中 的 
{k o 再- D) = =( 简 记 为 ) «= 0} 可 写成 下 列 形状 
设 r= rg vw,r > 0. 


情形 40: ya 一 0; [||[a:#0. 
2 二 1 2 
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情形 4 中 ， 首先 考虑 情形 40， 时 7 0、 0. 如果 网 0， 则 用 一 7 
去 除 等 式 ;_1 ai&? 十 Y=0， 且 将 一 一 重新 记 为 a;, 这 给 出 了 情 


形 41. 情形 B 是 显然 的 . 

对 K = R, 在 情形 40 中 如 果 g > p, 我 们 用 -1 去 乘 等 式 
) ,1 一 ?4 12 二 0. 于 是 我 们 总 能 有 : p> gq. 在 情形 41 
中 ， 我 们 能 假定 : 对 1<i<p, 有 Qi;>0, 对 p+1<i<p+g， 
有 ai < 0 分别 用 vai6 或 V-ai6 来 替代 已 ， 且 重新 用 总 来 记 
它 ， 则 得 出 结论 . 在 情形 B, 必要 时 乘 以 -1 且 用 -所 去 替代 
tn， 就 能 得 到 p > 4. 


4. 对 实 仿 射 平面 对 一 
存在 看 下 列 的 标准 形 . 
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情形 40 r=2: zx 十 y=0. 一 点 . 


z2 一 汶 二 0. 两 条 不 同 的 直线 . : 


由 7.4. 8 中 的 函数 所 给 出 的 二 次 型 的 标准 形 


3. 7 二 yy 一 2z 二 1. 
我 们 来 研究 问题 的 最 后 部 分 , 实 仿 射 二 次 型 
一 个 这 样 的 二 次 型 确定 到 什么 程度 (直至 一 个 仿 射 变换 ). 

为 一 个 空 的 二 次 型 能 被 描述 成 p = 0, 及 任意 的 g> 1 风情 于 41 
所 以 我 们 必须 对 此 作出 一 些 限 制 . 

定义 7.4.13 我 们 称 n 维 实 仿 射 空间 4 中 一 个 二 次 型 
{==0} 为 (n 一 1) 维 的 ， 如 果 存 在 一 个 超 平面 和 允 C .4, 使 得 沿 看 
与 多 相 补 的 一 条 直线 把 {% = 0} 投 影 到 戏 中 去 ， 投 影 包含 1 的 


设 {k=0} 和 {n' =0} 是 实 仿 射 空间 4 中 的 
次 型 的 表示 . 则 /= ak, 且 a 和 0. 
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延明 : 我 们 选 4 中 一 个 仿 射 参照 系 ， 使 得 < 是 标准 形 ， 于 


(7.2) 


因为 z=0 是 kx(z)=0 的 解 ， 所 以 7 = 0. 因为 z = (1,0,… ,0) 不 
是 k(z) = 0 的 解 ， 所 以 ali + 261 和 0. 
首先 考虑 情形 9 = 0. 于 是 有 p = 1. 因而 c(z) = 0 的 解 具 
有 形状 
rzER?" ={0yxR? CR" 


因此 


通过 微分 ， 可 得 出 ai; = Bi; =0 (7 > 1). 由 此 ，«' =0 化 为 
é1(Q11é1 十 2》， Qit’ 十 201) = 0. 


.>1 
如 果 all = 0, 则 由 于 解 属 于 {0} x R"', 得 到 : 对 所 有 i, 有 
a1i = 二 0, 于 是 w= 0, 这 是 不 可 能 的 . 因此 all 关 0. 但 对 i > 0， 
有 ali =0, 且 B1 = 0, 于 是 /= ailk/. 
现 设 (7.3) 中 g > 0. 于 是 集合 C = {k(z) <0;&1 关 0} 是 R” 
中 的 一 个 非 空 开 子 集 . 对 ze C, 存在 1 关 0, 使 得 


K( 士 JE1 ,co2， , En) 二 0. 
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k(Z) 一 WAz;Z) 一 1 三 0 Ry(z,7) = 


因为 z = 0 不 是 解 ， 所 以 在 (7.2) 中 去 0. 我 们 能 假设 Y = 一 
集合 C = (wl, z) > 0} 在 R" 中 是 开 的 、 非 空 的 . 如 果 z € C， 


对 zxz* 一 元 二: 成 立 k( 土 x*) = 0. 于 是 也 有 «'( 土 x*) = 0. 因 


此 在 (7.2) 中 有 6; = 
于 是 我 们 能 把 «/ (z) 写成 形 为 Y (z， z) 一 1, 这 里 是 一 个 对 
称 双 线性 形式 .对 ITEC 及 zr* = , 我 们 有 


V(r, 7) 


1 


p(x, 7) GAED K(T)) 


通过 微分 ， 可 得 到 ann = 0， 于 是 au = 0 (i < n). 因此 
Di jcn Qijtiti = Bny(z',7'), 最 终 得 到 PB; = 0 (i < n). 口 

由 此 我 们 得 到 了 仿 射 二 次 型 的 分 类 定理 : 

定理 7.4.16 设 {r=0}),{x' =0} 是 n 维 实 仿 射 空间 4 中 
的 两 个 (mn 一 1) 维 二 次 型 .于 是 存在 一 个 仿 射 变换 yp : 4 一 > 4， 
它 将 其 中 一 个 二 次 型 变 至 另 一 个 二 次 型 的 充 要 条 件 是 这 两 个 
二 次 型 具有 7.4.10 中 的 相同 的 实 标准 形 . 我 们 也 称 维 仿 射 空 
间 中 的 一 个 (n 一 1) 维 二 次 型 为 仿 射 刚性 模型 . 

证 明 : 如 果 {rx = 0} 及 {x = 0} 关 于 相应 的 仿 射 参照 系 
(o,D) 及 (o,D') 具 有 相同 的 标准 形 ， 则 将 (o, DD) 变 至 (o',D') 的 仿 
射 变换 就 把 {x = 0} 变 至 {x' = 0}， 反 过 来 ， 如 果 存 在 一 个 
p :A 一 > A, 使 得 yp({rx = 0})= {kogpg = 0}= {xr' = 0}, 则 由 
7.4.15, (te = 0}) 和 {x' = 0} 具 有 相同 的 标准 形 . 口 
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dh 4.17 实 仿 射 空间 中 的 (n 一 1) 维 二 次 型 的 不 同 的 


三 个 >0 的 整数 来 特征 . 


情形 40 :(p,g,0);p>1p>gp=1, 当 gqg=0, 有 p+gq<n. 
情形 Al:(p,gq,1D);p>lp+g<n. 

情形 B :(p,gq,2);p>gqp>1lp+gq<n. 

例 7.4.18 R” 中 的 2 维 二 次 型 具有 下 列 的 标准 形 : 


40 : 


1 设 .4= 人 人 是 网 量 至 间 VV 上 的 仿 射 空 


2. 设 A 是 V 上 的 仿 射 空间 ，V 的 基 域 有 特征 关 2， 设 
p,q,7,s 是 一 个 平行 四 边 形 , 即 g-p = 7 一 s, 且 设 g 一 p 冯 0,s 一 pz 


0. 证 明 呈 = 写 出 梗概 !. 


3. 设 8 和 C 是 仿 射 空间 A 的 非 空 仿 射 子 空间 . 

(a) 证 明 : 记 由 8 和 Cc 的 和 集 所 生成 的 4 的 仿 射 子 空间 为 
BUC, 则 BUC 包 含 了 所 有 的 直线 9w = {ap 十 Bq;a+PB= 1)， 
这 里 p€EB 及 gq EC. 

(b) 反 过 来 ， 如 果 o€ BNC 及 KK 的 特征 K 头 2, 则 BUC 的 
每 所 位 于 一 条 上 述 的 直线 9 上 


(c) 指出 一 个 例子 (梗概 !)， 使 得 对 BNC = 0，(b) 不 成 


4. 按照 点 pi,pa,pse 了 及 的 下 列 位 置 : 

情形 1): D1 三 Da = Pp3,; - 

情形 ii): 存在 ap,a+B6= 了 1. 使 得 ps = apl ++ Bp2; 

情形 iil ): p1, p2,P3 是 仿 射 无 关 的 ， 
给 出 玉 中 的 集合 {aipi + a2p2 十 Q3p3|,, 4 ost as=1! 的 描述 . 

5. 设 1:V 一 了 是 一 个 线性 自 同 构 , 它 具 有 性 质 : 每 一 个 
工 维 子 空间 被 映 至 目 身 ， 即 对 每 一 个 zeEV, 存在 一 个 az € KK， 
使 得 f(z) = azcz. 

证 明 : az 与 无 关 ， 即 /有 形状 f(z) = az,a 关 0( 于 是 称 
此 线性 映射 为 相似 ). 
(提示 : 讨论 等 式 az+y(z 十 人 = azz 十 ayy.) 
6. 设 4 是 一 个 仿 射 平面 ， 即 dim 4= 2, 且 设 9, 9 是 .4 
中 两 条 (不 一 定 是 不 同 的 ) 直线 . 问 Sn 9' 有 多 少 种 可 能 性 ? 
完成 其 梗概 ! 
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(b) 设 E,E' 是 A 中 的 两 个 (不 必须 相互 不 同 的 ) 平 面 ， 对 
ENE', 有 和 多少 种 可 能 性 ? 梗概 ! 


8. 设 p :A 一 ; 4 是 一 个 双 射 的 仿 射 变换 ， 它 将 每 条 直线 
变 至 与 之 平行 的 直线 : ww( 9)| 9. 


证 明 : yg 所 从 属 的 线性 映射 fs :V 一 了 是 一 个 相似 ， 即 
Pp(P) = a(p 一 0) 十 p(0), 这 里 aE K 是 固定 的 ， 且 a 产 0. 


(a) Z2 上 的 仿 射 平面 包含 多 少 个 点 ? Z。 上 的 3 维 仿 射 空 
间 包 含 多 少 个 点 ? 


(b) 对 Z。 上 的 仿 射 平面 4, 确定 群 Aff (4) 的 阶 . 


10. 设 4 是 仿 射 平面 ， 
1 十 1 关 0, 月 p,qg,7,s 是 A 中 
的 四 点 ， 且 无 三 点 在 一 条 直 
线 上 . 用 9zy 来 记 通 过 z 和 vy 
的 直线 . 9ypo 和 9;s 可 交 于 
u，Gpr 和 9 可 交 于 v， 证 
明 : 偶 {p,s}, {7,9} 和 {vw,v} 的 
中 点 位 于 一 条 直线 之 上 . 

附加 题 : 如 果 9pq 上 9。 


到 9pr 94s， 则 结论 如 何 陈述 ? 
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的 一 个 仿 射 参照 系 ， 对 每 点 PE 9, 有 坐标 a = ®(o,p,)(p) e 天 
这 里 p = a(pl 一 0) 十 o. 

证 明 : a+B 和 ap6 可 用 下 列 图 来 确定 的 ， 图 中 直线 的 平 
行 性 是 用 相同 的 记号 来 标记 的 : 


bp a BY 


12. 确定 了 及 上 下 列 二 次 型 的 标准 形 . 
(a) 


{(z,zy,z) ER-iz + 5y 十 9z 十 4zy 十 2zz 十 10yz — 2z— 2 = 0}: 


13. 证 明 ， 不 rz 二 ++y 一 2z* 二 1 上 ， 过 每 一 凡 
有 两 条 直线 . 对 双 曲 线 抛物 面 z -多 +2z=0, 同样 丝 论 也 成 
也 . 

14. 确定 一 个 二 次 型 与 一 条 直线 或 一 个 平面 的 交集 

(a) 


Qu = {(z, Y) ER’;r + 一 = 0}, 
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15. 证 明 : 仿 射 空间 4 中 的 一 个 二 次 型 Qu 与 一 条 直线 9 
的 交集 Qu 9 是 由 0, 1， 2 个 点 或 由 9 所 组 成 .对 每 种 情形 
给 出 例子 . 

16. 设 {« = 0} 是 仿 射 空间 4A 中 的 一 个 二 次 型 .如 果 存 在 
一 个 o€ A, 使 得 对 xz EV, rk(z 十 0) = 0 纺 食 kk( 一 z 十 o) = 0, 则 称 
这 个 二 次 型 为 有 心 二 次 型 ， 并 称 o 为 二 次 型 的 中 心 . 

(a) 一 个 有 心 二 次 型 关于 其 中 心 。 有 一 个 表示 


k(D) = YPp— o,p—o0)+«(o). 


(b ) 给 出 R? 中 具有 中 心 的 二 次 型 的 例子 ， 也 给 出 不 具有 
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8.1] 仿 射 - 西 空间 


现在 我 们 来 讨论 在 西 辣 量 空间 V 上 的 仿 射 空间 ， 我 们 也 
称 它 为 仿 射 - 西 空间 . VV 上 的 数量 积 可 用 来 定义 诸如 距离 和 
正 交 性 之 类 的 概念 . 

我 们 将 保持 此 空间 结构 的 目 同 构 称 为 运动 ; 它 是 以 保持 
距离 的 双 射 为 其 特征 的 . 其 中 ， 镜 射 起 了 一 个 特别 的 作用 . 

定义 8.1.1 所 谓 仿 射 - 西 空间 6 或 Eu(V) 是 指 在 西 空 
间 V 上 按照 7.1.1 的 意义 下 所 得 出 的 一 人 | 梧 . 
当 V 是 欧 氏 空间 时 ， 我 们 也 称 其 为 仿 期 - 欧 氏 空 ， 或 简称 为 
欧 氏 空间 . 

例 8.1.2 
义 下 ， 它 是 V 上 的 一 个 仿 射 - 西 空 5 pu(V) 的 模型 

定义 8.1.3 所 谓 仿 射 - 本 空间 Eu = Ev(V) 的 一 个 运 
动 或 合同 是 指 在 7.2.1 的 意义 下 的 一 个 仿 射 变换 p : Ev 一 Eu 
且 具 有 性 质 : 由 它 所 确定 的 线性 上 映射 f。: V 一 V 是 西 的 ， 即 
fo EU(V). 

当 fs €E SU(V) 时 ， 则 也 称 y 为 本 性 的 运动 . 

例 8.1.4 每 个 平移 z+ : Eu 一 Eu 是 一 个 本 性 的 运动 ， 
这 是 因为 fz+ = 1dy. 

定理 8.1.5 仿 射 - 西 空间 E44 的 运动 的 集合 Bew(Ev) 
是 Ew 的 仿 射 变换 群 Aff (Ewv) 的 一 个 子 群 . 

延明 : 在 群 态 射 


pE Aff (Eu mm fs, eGLV) 
18 


下 ， Bew(Erv) 正 好 由 GL(V) 的 子 群 U(V) 的 原 象 所 构成 .于 是 
我 们 能 应 用 1.3.4. 口 
引 理 8.1.6 对 仿 射 - 西 空 间 Ewv = Ev(V), 其 距离 是 用 


d(p,q)= lg—-p|= Vl(g—p,g—p) 


来 定义 的 . 

证 明 : 6.2.6 中 的 性 质 1, 2, 3 显然 是 满足 的 . 口 

作为 下 一 个 定理 的 预备 ， 我 们 来 证 明 : 

命题 8.1.7 设 V 是 西 空间 ， 且 f:V 一 了 是 一 个 满足 
下 列 性 质 的 映射 : 对 VV 中 所 有 的 z 和 y, 成 立 性 质 (f(z), f(y)) = 
(z,y). 于 是 f 是 线性 的 ， 从 而 f Ee U(V). 

证 明 : 运用 相应 的 范 数 后 ， 我 们 有 


FF(z+g =|z+y = |z| + (2,9) + (y, 2) + yl 
= |f(z)| + (f(z), f(y9)) + (f(y), fF (2)) + |f (oN 


f(z +y)| — (f(z+y), f(z) + f(y)) | 
— (f(z) + f(y), f(r+y)) + |f(z) + fF 


= |f(z+| oIf(z + 
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f(az)| = laz| =laflz 广 =lal Fe 


(f(az), af(z)) = a(f(az), f(7)) = a(az, 7) = lal |f (2)|. 


- (af(z), f(az)) + laf(z)| = 0, 


于 是 f(az) = af (7). 品 

现在 我 们 来 说 明 欧 氏 运 动 是 以 保持 距离 的 双 射 为 其 特征 
的 . 

定理 8.1.8 

1. 如 条 Pe Bew(Eu), 则 d(wp(p), p(q)) = d(p, q). 

2. 设 Eu 为 欧 氏 空间 . 对 9 :Eu 一 Ev, 如 果 对 经 中 所 有 的 
P 和 9g, 成 六 d(p(p),p(q)) = d(p,9), 则 有 we Bew(Eu). 

证 明 : 性 质 1 是 显然 的 ,这 是 因为 我 们 从 7.2.2.1 中 知道 ， 
对 foEU(V), 有 


d(p(p), p(9)) = |p(q) — »(p)| = |fo(g -7p)| = 1a -7|= dl(p, gq). 


为 证 2., 选 o € Ew, 并 用 z 上 p(x 十 0) 一 p(o) 来 定义 f:V 一 站 
令 T 十 0o=p， yV 十 0 三 9) 这 里 z 和 wv 属于 V， 于 是 


(f(z), f(y)) = —(p(p) 一 po p(0) — p(9q)) 


1 


= —5(|p(p) — pl ~ lp(p) — (OF — lp(0) — (oF) 


1 
= -a(lp -al -lp—ol ~—lo—ql) 
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= 一 一 00 一 9) 三 (z,2) 


L 


现在 来 应 用 8.1.7. 

定义 8.1.9 设 dm Ew = dm VV =n. 所 谓 仿 射 - 西 
史上 间 Eu(V) 的 一 个 西 参照 系 是 指 在 7.2.7 意 义 下 的 一 个 仿 射 参 
恨 系 ， 其 中 DD = {di,… ,dn} 是 V 的 一 组 ON 基 . 

定理 8.1.10 1. E 总 具有 一 个 本 参照 系 . 

2. 设 (o0,D) 是 西 参照 系 . 

于 是 如 果 y : Eu 一 Eu 是 运动 ， 则 (o',D') = (yp(o), fp(D)) 也 
是 西 参照 系 . 

反 过 来 ， 如 果 (o',D') 是 一 Wa 则 存在 恰好 一 个 
pe Bew(Eu), 使 得 p(o) = o/， f(D) = D'. 于 是 在 预先 给 定 的 
(0o,D) 下 ,能 以 此 方式 给 出 Bue) 和 Es 的 西 参照 系 之 间 的 一 
个 双 射 . 

证 明 : 1. 得 目 仿 射 参照 系 (o 了 ) 的 存在 性 ， 见 7.2.9. 我 们 


在 此 仅 需 要 将 忆 选 成 ON- 基 . ”2. 可 与 7.2.10 相 仿 地 证 得 . 
D 


西 癌 量 空间 的 合同 定理 为 : 

5| 理 8.]1.1]1 设 (&jer 和 (以 ),er 是 西 空 间 立 中 的 两 个 
非 空 的 族 ， 且 对 所 有 (4,«) EeE IxI, 有 (6b.,b.) = (b',b'). 于 是 存 
在 一 个 等 距 f :V 一 V 满 足 f(b,) = 以 这样 的 /是 唯一 确定 的 
充 要 条 件 为 这 样 的 一 族 (于 是 另 一 族 也 ) 生成 整个 V. 

人 证明 : 用 U 和 UV 分 别 标记 (b,)ier 及 (bi)ier 的 线性 生成 集 . 
设 B= {bi1,… ,bm} 是 U0U 的 其 ， 它 们 是 从 元 素 b, 中 选取 的 ， 于 
是 m = dm UVU. B 是 自由 的 ， 这 等 价 于 det((b;,b;)) 天 0， 见 
0.5.12. 用 B' = {061,… ,5b} 来 记 族 (b),er 中 相应 于 B 的 子 集 . 
于 是 B' 也 是 目 由 的 ， 即 dim UV < dm UV'. 这 两 族 的 互 换 表 
明 dim UV = dm UV', 即 B' 是 UV' 的 一 组 基 . 
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于 是 从 了 到 巡 上 的 一 个 等 距 可 用 旋 呈 1<i<m) 米 
确定 .因此 只 剩 下 去 证 明 : 对 所 有 的 上 e 邦 有 JAD) = 以， 出 
这 只 需 注意 到 : 因为 < b,, b; > 二 2 Qi < bi, b; >， b, = 一 2 Qib, 


ee ai 可 用 数量 积 < b,, bx > 及 < bi, bx > 来 确定 
= bi 中 的 i, 是 一 致 的 . 


0- U' 二 VV 时 ， 则 f 是 唯一 确定 的 . 对 其 他 情形 ， 人 们 
能 通过 任意 一 个 从 Ut+ 到 UV'~ 上 的 等 距 而 把 f :UV 一 UV' 补 充 成 
V 的 一 个 等 距 . [| 

由 此 ， 我 们 可 得 出 仿 射 - 欧 氏 空间 的 合同 定理 : 

是 理 8.1.12 考虑 一 个 仿 射 - 欧 氏 空间 Eu = Ev(V). 
如 果 (p,)ier, (pi)ierl 是 Eu 中 的 两 个 族 ， Wy (ks) ETxZ) 滑 
足 dpwpr) = d(pi,p) 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 合同 9: Eu 一 Eu， 
它 满足 p(p,) = pis. 这 样 的 p 是 唯一 确定 的 充 要 条 件 为 这 族 ( 寺 : 

征明 : 从 (p,)ier 中 选取 一 个 元 素 , 并 记 为 o, 且 在 (pi),el 
中 选取 对 应 的 元 素 ， 并 记 为 o. 令 p, 一 o。=b,, pi 一 0 = bb. 于 十 
对 所 有 (4,%) EIxIT, 成 立 <b,b. >=<b',b' >. 这 得 自 


] 


<b,,b.> = —|b, 一 bc 十 【放量 十 bx.|”) 


= 3(~d(p., pr)’ + d(p., 0) + d(pn, 0)") 
及 对 < bb > 的 相应 的 等 式 . 
于 是 按照 8.1.11, 存在 一 个 fe O(V) 满 足 f(b.) = 以， 用 
p(o) = o 及 f= 来 定义 pe Bew(Eu). 当 族 (d,)ier 不 生成 对 
个 V 时 ， f 以 及 由 此 所 得 的 yp 不 是 唯一 确定 的 ， 见 8.1.11. 及 
之 ， 可 参见 8.1.8. [| 
定义 8.1.13 ”1. 设 8, 8' 是 Eu = Eu(V) 的 子 空 间 , 日 
oEBNMB'. 称 B8 和 8B' 是 正 交 的 ，B 1 上 B', 如 果 B,:Eu 一 V 把 8 
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命题 8. 1. 15 _ 设 是 ev 的 一 个 子 空间 人 于 古 


.1. 设 8 是 E 的 子 空间 ， pe Eu. 所 谓 从 P 
到 的 距离 d(p, 8) 是 指 距离 d(p,q), 其 中 g 如 在 8.1.15 中 所 述 . 

当 p 4¢ 8B 时 ， 则 p 关 g, 于 是 称 通过 p 和 gq 的 直线 9p4 为 从 p 
到 B 上 的 年 线 . 称 为 王 足 点 ， 也 记 为 1 

8.1.15 的 证 明 : 我 们 能 假设 p 4 B. 选取 ofe B, 并 考察 
:Eu 一 >V. 令 ,(8) = UB(p) = z. 按照 6.3.3, zr 在 U 中 具 
有 一 个 最 佳 近似 zu. gq = Bj '(zvu) 是 8 中 具有 到 p 的 距离 为 最 
小 的 后 . 口 

我 们 用 导入 一 类 特殊 的 运动 一 一 镜 射 一 一 来 结束 本 
节 . 这 相应 于 西 群 的 一 种 特殊 的 元 素 . 我 们 从 下 面 的 定义 开 
始 . / 

定义 8.1.17 设 (V,< ,>) 是 一 个 (有 限 维 的 ) 西 空间 . 
所 谓 镜 射 是 指 元 素 se U(V), 使 得 s ldv, 但 s.s= ldv. 

引 理 8.1.18 对 V 的 每 一 个 关 V 的 子 空 间 U, 可 唯一 地 
定义 出 关于 U 的 镜 射 sv. 每 个 镜 射 s 形 如 su, 这 里 U 是 s 的 不 
动 点 集合 ， 即 U 是 {rz EV;s(z) =z}. 当 codim UV = 1 时 ， 则 
称 su 为 超 平面 镜 射 

证 明 : 因为 V=U@U+t, 所 以 sv 可 用 8.1. 17 中 的 条 件 唯 
一 地 确定 出 来 , 而 且 它 显然 是 正 交 的 . 如 果 s 是 镜 射 ， 则 s 的 仅 
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有 的 特征 值 是 +1 和 一 1, 而 且 相 应 于 特征 值 十 1 的 特征 空间 太 
是 不 等 于 V 的 不 动 点 集 . 口 


镜 射 生成 了 O(V). 甚至 下 列 定理 也 是 成 立 的 . 

定理 8.1.19 正 交 群 O(V) 中 的 每 个 元 素 f 可 写成 个 数 
<n= dm V 个 超 平面 镜 射 的 乘积 . 

仅 当 dim VV =1 及 f= ld 时 ， 需 要 两 个 这 样 的 镜 射 . 

证 明 : 我 们 能 假设 fz 1d. 对 n = dim V 使 用 归纳 法 . 
对 n= 1, 结论 是 显然 的 ， 这 是 因为 此 时 O(n) = 土 d. 于 是 设 


[f(z) 一 2z]- 的 镜 射 s, 成 立 s(f (zx) 一 7z) = 一 f(x)+z,s(f(z)+2) = 
jz) +z, 于 是 s: jz) =z. 但 由 归纳 假设 ，s- ja- 能 写成 个 
数 < n 一 1 的 超 平面 镜 射 的 乘积 . 再 用 恒 等 变 换 将 s. 了 扩张 到 
[z] 上 去 . 口 

定义 8.1.20 称 o€ Bew(Ev) 是 Eu 的 关于 上 维 子 空间 8 
的 镜 射 ， 如果 o(p) = -(p 一 pg) 十 ps. 这 里 ps 是 从 p 到 已 的 垂 足 
斥 ， 当 pE€B 时 , 令 pgp = 7p. 

特别 地 当 o 是 一 个 超 平面 镜像 映射 时 ， 则 codim 8 = 1 
于 是 亦 可 将 e 写成 


rpD) 三 -2<D 一 oe>e 十 P， 


其 中 o e B8, e 是 与 8 的 与 方向 U 正 交 的 单位 向 量 ， 因 此 有 p- 
DB 二 < 人 2D 一 0,e > e， 

注 : 人 们 能 证 明 , 镜 射 正好 是 满足 o-o = id 的 运动 c 尖 id. 
镜 射 定义 中 所 用 的 子 空间 可 由 {2 寸 2 四] 给 出 


定理 8.1.21 网 氏 空间 Ew 的 每 个 运动 可 写成 个 数 < m 十 ] 
的 超 平 面 镜 射 的 滋 积 ， 这 里 = dim Evw. 
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证 明 : 我 们 能 假设 p 关 1d. 于 是 存在 oe Eu 使 得 p(o) 入 o. 
设 是 关于 一 个 过 外 9, 上 且 具有 方向 为 [p(o) ~ oj 的 超 平面 
的 镜 射 ， 则 


js(p(0) =_(p(0) 2)+o)+2o+o -0 


(op)(p) = fo.p(p 一 0) 十 o. 按照 8.1.19, fo.y 可 表 为 个 数 <n 的 
超 平面 镜 射 的 习 积 .每 个 这 样 的 s' 确 定 了 超 平面 镜 射 o', 使 
得 o'(p) = sp — 0o)+o. 口 

我 们 还 注意 到 一 个 关于 4 维 欧 氏 回 量 空间 的 正 交 群 的 续 
果 : 

引 理 8.1.22 设 V 是 一 个 2 维 欧 氏 向 量 空间 . 

1. 每 个 满足 det f = -1 的 fe O(V) 是 一 个 直线 镜 射 . 

2. 每 个 fe SO(V) 是 两 个 直线 镜 射 的 习 积 ，f = s.s'. 这 
里 s 可 以 事先 任意 给 定 . 

3. 三 个 直线 镜 射 的 乘积 s1. ss: ss 仍 是 一 个 直线 镜 射 . 
SO(V) 是 交换 的 . 

征明 : 对 1.: 因为 det f = -1, 于 是 由 6.4.21 知道 ， 存 在 一 
个 ON- 基 {di,d2}, 使 得 f(di) = di,f(dz) = 一 dz2. 即 f 是 关于 直 
线 ( 即 1 维 子 空间 [di] ) 的 一 个 镜 射 . 

对 2.: 因为 fe SO(V), ss 是 一 个 镜 射 ， 于 是 det(s. 旋 = 一 1 
因此 ss. f= s/， fe 


对 3.: 


现在 我 们 来 讨论 在 7.3 和 7. 4 中 所 导入 的 仿 射 - 西 空间 
Eu = Eu(V) 上 的 线性 和 二 次 函数 . 因为 Bew(E 妇 是 Aff (Ev) 的 
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本 性 的 子 群 , 所 以 可 用 一 个 仿 射 变换 相互 变换 的 两 个 二 次 型 让 
不 一 定 能 用 一 个 运动 相互 变换 . 换言之 ， 二 次 型 的 仿 射 - 西 等 
价 类 要 比 二 次 型 的 仿 射 等 价 类 来 得 多 . 

我 们 从 线性 函数 开始 . 

引 理 8.2.1 设 和 入 :Eu 一 > K 是 一 个 线性 函数 . 于 是 可 将 
入 写成 如 下 形式 : 


A(p) =< p — o,d > 十 X(o)， 


这 里 d 关 0 是 一 个 与 超 平面 {= 常数 } 的 方向 相 正 交 的 丫 量 . 
证 明 : 按照 6.4.7, 由 入 所 确定 的 线性 形式 人 发 :V 一 > KK 可 
表 为 


Il\(p—o)=<p—o,ls >=<p—o,d>. 


超 平面 {入 = 常数} 的 方 同 是 用 ker 从 来 给 出 的 . [| 
作为 其 第 一 个 应 用 , 我 们 对 超 平 面 方 程 来 导入 Hesse 标 准 
形 : 
定理 8.2.2 设 戏 是 上 中 的 一 个 超 平 面 ，oe 5 是 一 个 
原点 . 于 是 存在 一 个 与 区 的 方 同 正 交 的 单位 同 量 d, 使 得 


X={<p-o0,d>=65},， 其 中 6>0. 


这 里 5 是 从 o 到 的 距离 ， 即 如 果 o€ XH, 则 5 = 0, 如 果 o ¢¢ XH， 
则 5 是 从 o 到 XW 上 的 垂 足 点 的 距离 . 对 5 > 0, d 是 唯一 确定 的 . 
对 6 = 0,，d 能 被 确定 到 只 差 一 个 模 为 1 的 因子 e™”. 

征明 : 由 7.3.5.2, 存在 一 个 线性 子 数 入 :Ew 一 ， 天， 使 得 
A- (0) = Xt. 利用 8.2.1, 我 们 可 写 


H= {<p—o,d >= 一 X(o)}， 


其 中 4d' 与 区 的 方向 UU 是 正 交 的 . 当 Xo) 关 0 时 , 则 可 写成 ~ 和 (0) -= 
geld|, 其 中 5 > 0. 由 此 多 可 写成 


H= {<p-—o,d>= 0}, 
20 . 


其 中 d= 一. 特别 地 ， 有 6d+o= po。€E XH. 因为 对 所 有 的 pe XH， 


Ip—ol=|lp—olldl>|<p-o,d>|=5= |po— ol, 


所 以 对 6 > 0, po 是 o 到 姑 上 的 夷 线 的 性 足 操 . 国 
补充 8.2.3 ”关于 本 参照 系 (o, D), 超 平面 方程 可 写成 形 
如 


7 = 0, 其 中 》 aia =1, 0>0. 


L 


现在 我 们 来 讨论 二 次 函数 类 似 于 7.4.7, 下 面 是 关于 仿 
射 - 西 空间 上 的 二 次 函数 的 基本 和 定理 : 

定理 8.2.4 设 « 是 仿 射 - 西 空间 Eu 上 的 一 个 二 次 区 
数 . 

1. 设 纪 不 是 欧 氏 的 , 即 假设 所 属 的 网 量 空 间 的 基 域 是 C. 
于 是 存在 一 个 本 参照 系 ,使 得 关于 这 个 参照 系 ， 上 “具有 下 述 表 


对 这 两 种 情形 ， 部 成 立 看 和 1 之 … > 和 + > 0, 而 且 对 情形 
B, n> 0. 


2. 当 纪 是 仿 射 欧 氏 空间 时 ， 则 存在 一 个 欧 氏 参照 系 ， 使 
得 关于 这 个 参照 系 ， «具有 下 述 表 示 : 
情形 A: KR(€1, , En ) 一 7 一 ] AjEs ~ 5 1 Njés 十 了) 


对 这 两 种 情形 ， 均 成 立 和 1 之 :…… 过 和 Xp >0i》Xp+li 之 … 之 
Ap+g > 0, 且 对 情形 B, 根据 p> gq 或 p< gq, 有 4>0 或 者 <0.. 
证 明 : 按照 7.4.6, 关于 一 个 适当 选取 的 原点 o, < 具有 下 列 
两 种 表示 之 一 : 


情形 B: ks(p) = Ww(p—o,p—o)— 2l,(p— 0o). 

由 6.5.6, Ew 的 模型 V 具 有 一 个 ON- 基 DD = {di,:… ,dn}. 
于 是 Gp( 轨 具有 对 角 表 示 (Aj6;k)， 这 里 入 j 为 实数 .我们 可 假 
设 : 对 7 >r= rg w, 有 入;=0. 


在 K = CC 时， 如 果 和 ; < 0, 则 我 们 能 用 代替 引 在 两 


种 情形 下 ， 重 新 编号 提供 了 Xi 的 固定 次 序 . 

在 情形 B 时 ， 我 们 能 像 7.4.6 那 样 证 明 : 线性 形式 /。( 见 
6.4.7) 的 表示 7(16) 属于 零 空 间 V9, 于 是 7(16)1{d1,… , 必 }. 我 
们 能 将 r(/。) 写成 形 如 < ,一 ud >, 使 得 |d| = 1 并 按照 要 求 ， 有 
/> 0 或 者 人 < 0. 显然 基 元 素 {dr+1,… ,dn} 能 选 成 使 得 d = dn. 

口 

于 是 ， 我 们 得 到 了 下 列 的 仿 射 - 本 空间 中 的 二 次 型 的 标 
准 表 示 : 

定理 8.2.5 ”Eu = Eu(W) 中 的 一 个 二 次 型 {k = 0} 关 于 一 
个 适当 选取 的 酉 参照 系 ， 具 有 下 列 的 坐标 表示 : 

1. 对 天 = C， 我 们 有 : 


在 情形 SAO 0 时 ， 2 a > -91 Qjés = (0; 
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证 明 类 似 于 7.4 10 得 目 7.4.7, 现在 结论 得 目 8.2.4. 情 
形 40 在 Y 二 0 时 和 发生 通过 来 法 可 使 a1 = 1. 对 情形 7 和 0, 则 


对 KK = C, 可 将 - 守 写 成 形 如 ujei%， 在 其 中 ， 我 们 用 


de 2 去 替代 d;, ! 必要 时 可 重新 编号 ， 这 样 就 得 到 了 情形 41. 
对 K =R, 可 将 -之 写成 形 如 十 oj, 其 中 a; > 0, 再 实施 一 


个 适当 的 重新 编号 
在 情形 B 及 K = C 时 ， 可 将 全 写成 形 如 oze%%， 再 利用 


dje 2 去 替代 
x 对 K=R, 将 衬 写 成 a 其 中 Qa; > 0, 再 实施 一 个 迁 当 
的 重新 编号 . 口 


例 8.2.6 1. 考察 欧 氏 平面 。 其 模型 为 带 有 典范 数量 积 
的 及 . 设 (z,y) 是 Ri 的 坐标 于 是 我 们 有 下 列 二 次 型 : 


2. 在 具有 坐标 (z,y,z) 的 3 维 欧 氏 空 间 中 ， 我 们 有 下 列 的 
2 维 二 次 型 ， 对 此 概念 ， 可 参见 7.4.13. 
情形 40: 


>B8>0: .椭圆 锥 面 . 
r 二 2: 2 -py =0;6>0.， 两 个 不 同 的 平面 . 


Qar*— By =1:a>0:8>0. 
六 一 1 : az = 1;a > 0. ”两 个 平行 平面 


Tr 二 2: az 十 Do 一 22ia 之 及 > 0. 椭圆 抛物 面 . 
az “一 By =2z;a>0;86>0. 双 曲 抛物 面 . 
六 一 1: az = 2z;a > 0. 抛物 柱 面 . 


欧 氏 空间 中 二 次 型 的 分 类 定理 为 : 


定理 8.2.7 设 {r=0},{x’ =0} 是 ” 维 欧 氏 空 间 25u 中 的 
两 个 (n 一 1) 维 的 二 次 型 ， 则 存在 一 个 合同 yp : Eu 一 ? Ev, 它 将 
其 中 一 个 二 次 型 变 至 男 一 个 二 次 型 的 充 要 条 件 是 这 两 个 二 次 
型 具有 8.2.5 中 相同 的 实 标准 形式 . 

和 证明: 在 合同 变换 p :Eu -一 Eu 下 ， 二 次 型 的 标准 形 是 保 
持 不 变 的 ， 于 是 对 (n 一 1) 维 二 次 型 的 限制 是 完全 不 必要 的 . 

反 过 来 ， 如 果 y : Eu 一 > Eu 是 一 个 合同 ， 它 把 {x = 0} 变 
至 {fk' = 0}, 则 我 们 可 如 在 7.4.15 的 证 明 中 那样 去 做 . 口 

定义 8.2.8 称 二 次 型 {x-= 0} 为 有 心 二 次 型 ， 如 果 存 在 
一 个 o e Eu, 使 得 ToEfx=0} 和 一 z 十 o € {r= 0} 同 时 成 
立 . 称 o 为 二 次 型 的 中 心 . 

注解 8.2.9 1. 有 心 二 次 型 的 概念 对 (一 般 的 ) 仿 射 空 
间 也 是 有 意义 的 . . 

2. 并 不 需要 中 心 是 唯一 确定 的 . 例如 对 R* 中 的 圆柱 面 
{2 十 y= 二 1), 每 点 {0,0,z} 都 是 中 心 . 亦 见 下 列 命题 . 

命题 8.2.10 1. 中 心 二 次 型 恰好 是 4 型 的 二 次 型 . 

2. 如 果 k(&1,… ,6) = 0 是 一 个 有 心 二 次 型 的 坐标 表示 ， 
则 线性 方程 组 


OkR(€1,. , En ) — 
Oé; 


的 解 是 这 个 二 次 型 的 中 心 的 坐标 . 
证 明 : 对 1, 设 o 是 二 次 型 {kx = 0} 的 中 心 ， 我们 选取 o 作 
为 原 后 ， 且 把 写成 形 如 


k(p) = Wp(p — 0,p — 0) +2lo(p — 0) + «(0). (8.1) 


如 果 p = zz 二 o € {k= 0}, 则 也 有 p = 一 z 十 o € {kx = 0}, 于 是 
lo(z) = 1/o(-z),， 即 /lo(z) = 0. 因此 我 们 能 在 (8.1) 中 令 1。= 0. 
对 于 二 次 型 {y(p 一 0,p 一 0) 十 k(0) = 0}, o 显 然 是 中 心 . 
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对 2, 如 果 zo 是 前 述 方程 的 解 ， 则 称 为 oy(zo) 十 lo。 = 0. 在 
其 中 ， 我 们 可 将 z 用 z+zo 代 入 ， 则 二 次 型 的 方程 中 的 线性 项 
会 消失 ， 即 二 次 型 是 4 型 的 . 国 

例 8.2.11 1. 在 了 = 有 R- 中 考虑 


kz 2 一 2 十 6y 十 2z 一 5 一 0. 


零 空 间 邮 是 {z = 0}. 因为 2 可 用 (0,6,2) 代 入 ， 而 且 它 属于 
V3， 所 以 我 们 发 现 2p = -2ll| = -2V40 = -4V10. 于 是 有 标准 
= 2z: 这 是 一 个 抛物 柱 面 . 


2. 在 V = R 中 ，k(z,y) = 7z2 一 12zy 一 2%2 一 16z 十 28y 一 8 = 


由 矩阵 ( 7 -2 所 表示 的 世 的 特征 值 是 = 10 和 入 - 
_5. 于 是 二 次 部 分 的 标准 形 (至 多 差 一 个 因子 ) 是 10z2 _ 5g2， 
我 们 按照 8.2.10.2 中 的 方法 去 确定 中 心 : 
147 ~ 12y —16=0, 
-12z — 4y + 28 = 0， 
于 是 (x0, yo) = (2,1). «(zo,yo) = 一 10. 因此 标准 形 为 


2 


10z? -5%2 一 10 或 2 一 =1 


这 是 一 条 双 曲 线 . 
3. 


R(T,Y, z)=47°—47y—47z+4y —4yz+4z 一 5z 十 7y 十 7z 十 1==0. 


二 次 部 分 的 特征 方程 为 


t 一 4 2? 2 
det| 2 tt-4 2 |=t(t—6).. 
2 2 tt-4 
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二 次 部 分 是 退化 的 .这 个 二 次 型 属于 情形 B, 这 是 因为 中 
心 的 方程 组 ( 见 8.2.10.2) 


Sz — 4y—4z—5=0, 


—47 十 8y 一 4z 十 7 = 二 0， 


一 4z 一 4y 十 8z 十 7 二 0 


这 是 一 个 旋转 抛物 面 . 


8.3 角度 


我 们 从 定向 的 概念 开始 讨论 .此 概念 对 于 有 限 维 的 实 仿 

射 空间 已 经 定义 了 . 注 个 有 限 维 的 候 设 在 整 闻 中 者 有效， 
我 们 主要 感 兴趣 的 是 2 维 定向 欧 氏 空间 ， 简 称 为 欧 

面 . 在 这 样 的 平面 中 的 一 个 定向 导致 了 定向 角度 的 定义 ， 而 这 

对 整个 平面 几何 学 来 说 ,是 具有 根本 意义 的 . 由 此 我 们 可 导入 

(TF 定向 ) 角度 的 概念 ， 这 对 于 任意 维 数 的 欧 氏 空间 也 是 有 意 


空间 来 说 ， 先 对 相应 的 模型 ， 即 癌 量 空 
总 是 妥当 的 . od 
. 必 。 1. 设 V 是 一 个 实 同 量 空间 . 称 两 组 基 B = 
{01,.…* ,bn} 和 B' = {61,- .yj 是 有 相同 定 向 的 如 果 将 B 变 
到 B' 的 变换 BE; o BBp' 的 行列 式 > 0. 
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4 设 4= A(V) 是 V 上 的 实 念 射 空间 . 称 两 组 仿 射 参照 系 
(o, B)，(o', B') 是 相同 定 同 的 ， 如 果 对 将 (o, B) 变 至 (o', B') 的 念 
射 变换 yp : 4 = 一 A, 成 立 det f。> 0. 

; 王 : 

1. 在 相同 定 问 的 概念 中 我 们 利用 了 : 对 实 问 量 空 间 
det : GL(V) 一 R* 的 象 集 不 是 连通 的 . 但 对 C 上 的 回 量 空间 
V, det GL(V) = C* 是 连通 的 . 

2， 特 别 地 ， 同 问 的 概念 对 于 欧 氏 同 量 空间 站 的 OAN- 基 
也 可 定义 .因为 detO() = 5” = { 土 !} 是 由 两 个 不 同 的 点 所 构 
成 ， 所 以 我 们 得 到 了 两 个 类 ， 见 8.3.2. 而 对 C 上 的 西 问 量 空 
站 V， 相 应 的 西 群 U(V) 的 值 集 合 det U(V) 仅 由 一 个 连通 分 文 
9 所 构成 . 

命题 3.3.4 利用 了 “相同 定 同 的 关系 , 我 们 可 将 实 同 
量 空间 中 的 基 和 实 仿 射 空间 中 的 仿 射 参照 系 分 成 两 类 . 对 欧 氏 
空间 中 的 ON- 基 及 欧 氏 空间 中 的 欧 氏 参照 系 ， 纤 论 同样 


成 立 

延明 : 我 们 只 限于 讨论 欧 氏 空间 经 的 欧 氏 参照 系 的 集合 
{(o', D')}. 固定 一 个 这 样 的 参照 系 (o D). 于 是 由 8.1.10, 在 集 
合 {(o',D')} 和 群 Bew(Eu) 之 间 给 出 了 一 双 射 . 与 (0,D) 具 有 相 
同 定 网 的 (o',D') 对 应 于 本 性 运动 所 构成 的 子 群 ， 见 8.1.3. 现 
在 注意 ， 这 个 子 群 是 群 态 射 . 


peE Bew(Eu)— det ES 


的 核 ， 且 象 集 5° 恰 由 两 个 元 素 所 构成 ， 于 是 结论 得 自 1.4.2.3. 

加 

定义 8.3.3 ”我 们 称 一 个 实 向 量 空间 V 或 者 实 仿 射 空间 

4 是 定向 的 ,如 果 已 分 别 标明 了 两 类 相同 定向 的 基 或 相同 定向 

的 仿 射 参 照 系 中 的 某 一 类 . 所 标明 的 那 一 类 中 的 元 素 就 被 称 为 
是 正 的 ， 而 另 一 类 中 的 元 素 就 称 为 是 负 的 
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如 果 V 或 者 4 是 定 同 的 ， 则 我 们 用 一 V 或 者 -4 来 记 具 有 
另 一 个 (相反 ) 的 定向 的 空间 . 

> 

1. 实 向 量 空 间 是 定向 的 ， 如 果 我 们 固定 一 组 基 B, 即 它 
是 正 的 基 , 则 从 BB 用 具有 正 行 列 式 的 变换 B55,o BB 得 到 的 所 有 
其 他 的 基 都 是 正 的 . 

对 实 仿 射 空间 和 欧 氏 空间 ， 相 应 的 结果 也 成 立 . 

2. 特别 地 ， 我 们 能 把 R" 视 为 定 同 的 ， 这 时 可 将 典范 基 
= {el,… ,en} 取 为 正 的 . 

3. 设 E 是 一 个 nn 维 的 定 同 欧 氏 空 间 . 如 果 (o,D) 是 一 个 
正 的 欧 氏 参照 系 ， 则 


中 (oo 门 ) : Eu 一 RR 


( 见 7.2.9) 是 一 个 与 其 模型 及 " 保持 定向 的 等 距 ， 即 正 的 欧 氏 参 
照 系 被 映 至 及 "中 的 正 的 基 . 

为 了 寻 入 角度 的 概念 ， 我 们 先 来 证 明 : 

5 引 理 8.3.4 设 了 是 一 个 24 维 定 网 欧 氏 空间 . 则 对 于 V 的 
任意 选 定 的 一 个 正 的 ON- 基 {el,e2}, SO(V) 中 任何 元 素 f 具 有 


表示 
(5 ng ) (8.2) 


sn cosd 


其 中 $e RR 能 确定 至 27 的 整数 倍 . 由 此 所 确定 的 映射 


p:f= 0s ng ) €E SO(V) -eg err() 


SO cosd 


契 一 个 群 态 射 ， 特别 地 ， 加 法 定理 成 立 : 


sin($ + @') = sin@ cosg’ + cosgsing’, 
cos($ + @)= cosgcosyg’ — singsing.. 
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证 明 : 由 5.6.3 我 们 知道 , 关于 一 个 适当 的 ON- 基 {ei, ez}， 
f e SO(V) 具 有 形 如 (8.2) 的 表示 . 如 果 有 必要 的 话 ， 可 以 
用 - 几 代 和 其 $5， 再 把 它 写 成 % 所 以 我 们 总 可 以 认为 这 组 基 是 
正 的 . 从 5.1.3 知 道 ，f 关 于 任意 一 组 正 的 基 的 表示 可 通过 外 
阵 Te SO(2) 而 与 矩阵 (8.2) 相 共 轿 . 但 因为 SO(2) 是 交换 的 ， 
见 8.1.22, 所 以 得 知 了 的 表示 (8.2) 没有 改变 . 

按照 5.6.2, {e1,e2} 确 定 了 在 V 的 复 扩张 Vc 上 的 一 组 ON- 


基 {d ,而 }, 其 中 di = a 对 于 f 的 复 扩 张 foc, 利用 fc(e;) = 


ei, 我 们 发 现 有 : fc(di) = eydi, fc(di) = e™'?di. 

Je SO(V) 一 fc € O(Vc) 是 一 个 单 的 群 态 射 ， 其 象 集 
是 由 对 角 元 为 (e”?,e-?) 的 对 角 和 矩阵 所 构成 ， 因 而 它 与 U(1) 同 
构 . 

加 法 定理 意味 着 群 的 连接 关系 . 口 

定义 8.3.5 设 V 是 一 个 2 维 欧 氏 回 量 空间 . 

1， 集合 { 土 1dv} 是 群 SO(V) 的 一 个 中 心 化 子 ， 我们 把 陪 
集群 记 为 SO(V). 于 是 f € SO(V) 是 由 SO(V) 中 的 元 素 侦 
{f, 一 1dvf = ( 简 记 为 ) - 月 所 构成 . 

2. 设 S(V)= {| |= 1} 是 V 中 的 单位 圆 . 在 S(V) 上 用 
d' = 二 d 或 d= -4 定义 等 价 关 系 d~ d. 于 是 等 价 类 是 由 S(V) 上 
的 对 径 点 的 偶 d = {d, 一 d} 所 构成 .用 S(V) 来 标记 其 陪 集 . 

渤 : 在 10.3 中 我 们 将 会 回 到 任意 维 数 的 欧 氏 同 量 空间 的 
概念 上 去 ， 它 们 构成 了 椭圆 几何 的 对 象 . 

引 理 8.3.6 设 V 是 一 个 二 维 的 欧 氏 癌 量 空间 

1. 对 SO) 中 的 gd 和 qd, 正好 存在 着 一 个 fe SO(V), 使 得 


2. 对 S(V) 中 的 d,d', 正好 存在 着 一 个 f € SO(V), 使 得 
FUO =. 
汪 : 考察 VV 上 的 仿 射 空间 4(V) 的 类 似 概念 : 对 4 中 的 两 
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个 元 素 p 和 9, 正好 存在 一 个 z eV, 使 得 x +p = g, 而 且 这 时 群 
V 与 SO(V) 一 样 ， 也 是 交换 的 . 

和 证明: 对 1.: 把 d= di 和 d = di 补充 成 具有 相同 定 问 
的 ON- 基 {di,d2} 和 {d’,d}. 由 8.1.11 知 ， 正 好 存在 一 个 fe 
SO(V), 使 得 f(di;) = di,i = 12. 因为 8.3.1, 有 detf = 1, 于 是 


OE€ éu. 


1. 设 de S(V), 以 o 为 原点 , 方向 为 d 的 射线 6 = 5(o,d) 定 
义 为 {ad+o;a > 0}. 我 们 也 称 5 为 半 直 线 , 并 称 9 = {ad+o;a € 
R} 为 以 o 为 原点 的 相应 的 定向 直线 . 

设 S = S(o,d) 和 5S’' = 5(o,d') 是 两 条 射线 ， 从 5 到 5' 的 定 
向 角度 和 (S,S') 定义 为 元 素 fe SO(V), 使 得 f(d) = d'. 从 相应 
的 定向 直线 9 到 0' 的 定向 角度 是 同样 地 定义 的 . 我 们 对 此 不 
再 导入 特定 的 记号 . 

当 Eu 是 定向 时 ， 我 们 也 用 Z(S, 5 人 ) 来 标记 唯一 确定 的 元 
素 ， $9 € [0,27), 这 里 p(f) =e9, 而 p 如 在 8.3.4 中 所 述 . 

2. 设 9, 9' 是 两 条 (不 定向 的 ) 直线 ，oe 9n 9'. 设 
(0,{d}) 和 (o,{d]) 分 别 是 9 和 9' 的 欧 氏 参照 系 ， 定 义 从 9 到 
9' 的 定向 角 人 (9, 9') 为 满足 f(d) = d' 的 元 素 f € SO(V). 

当 Eu 是 定向 时 , 我 们 也 用 Z(S,5') 来 标记 唯一 确定 的 元 素 
Je [0,7), 这 里 p(f) = ei$ 或 者 p(-f)= ei?,f ef 

注 : 如 果 我 们 用 J 或 5 分 别 去 描述 定向 角度 ， 则 其 复合 将 
用 加 法 来 描述 . 

补充 8.3.8 ” 设 V 是 一 个 2 维 欧 氏 向 量 空间 ， 对 S(V) 中 
的 dd， 设 从 d 到 d' 的 定向 角度 人 (d,d') 定义 为 es SO(V), 使 
得 f(d) = d'. 一 般 地 ， 如 果 z,z' 是 非 零 元 素 ， 则 用 L(d,d') 去 定 
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义 从 z 到 z' 的 定向 角度 和 (z， rz'), 这 里 d= 一,d' = 


可 | 


注解 8.3.9 ” 设 平 面 Ev 或 网 量 空间 立 是 定 同 的. SO(V) 
中 的 两 个 角度 f 和 ff' 假 设 是 用 [0,27) 中 的 9B 和 9' 来 表示 的 . 于 
是 乘积 广 户 按照 %+W < 2r 或 > 27 分 别 用 $+ 长 $ 十 8' 一 27 来 
表示 . 如 果 我 们 要 将 两 个 角度 的 结合 ff' 用 其 在 [0,27) 中 的 表 
示 的 加 法 来 描述 ， 则 我 们 有 时 必须 用 9 十 8' 一 27 来 佑 代 9 十 9 
特别 地 ， 对 由 > 0, 其 逆 是 用 27 一 9 来 给 出 的 . 

相应 地 ， 对 SO(V) 中 元 素 f,f' 的 表示 9,9', 在 讨论 连接 关 
系 f. 搬 的 表示 时 ， 有 时 也 要 用 8 十 8 一 7 去 替代 9 十 9 

引 理 8.3.10 设 Eu= Eu(V) 是 一 个 欧 氏 平面 ，o € Eu. 

1. 考察 具有 公共 原点 o 的 冉 线 . 


(a) ZL(5,5) = id<>s=3' 


(b) Z(S, S') 十 8， S") = LS S"). 
(ce)Z(S, S') = LS* S” ) 和 全 LS， S*) = LS' S” ). 
2. 考察 包含 点 o 的 直线 . 于 是 成 立 厦 相应 的 公式 . 
3. 设 5,5' 是 欧 氏 平面 Eu 中 具有 公共 起 后 o 的 射线 . 设 


9, 9 是 相应 的 直线 .对 于 从 5 到 5S’' 的 定 同 角度 在 [0,27) 中 的 
表示 以 及 从 9 到 9 的 定 同 角 度 在 [0,27) 中 的 表示 ， 成 立 看 


2L(S,5') = 2L( 9, 9"). 


证 明 : 对 1, (a) 是 成 立 的 ， 这 是 因为 <(5,5') = id 意味 着 
f = id. (b) 是 群 连接 关系 . 对 (c) 的 证 明 ， 我 们 利用 SO(V) 是 
交换 的 ， 即 从 f(5) = 5', 1(S*) = 6” 及 g(S) = S* 可 得 出 ; 


g(5') =g:f(5)=f:9(5)=/f(5’)=5 . 


反 过 来 ， 同 梓 可 以 得 到 . 


.238 . 


对 2, 可 如 1. 那样 去 证 明 . 

对 3, 这 得 自 P+wp=(e-T)+(P 一 T) mod 27. OD 

引 理 3.34.11 设 p 是 欧 氏 平面 Eu(V) 的 一 个 运动 ， 于 是 
按照 p 是 本 性 或 者 非 本 性 ， 成 立 着 人 (5,5') = 人 (yp(5), wp(5')) 或 
- ZL(p(S'),p(S)) ， 见 8.1.3. 

征明 : 设 d 和 dd' 分 别 是 S 和 5S' 的 方 同 ， jd) = d. 设 
fo。E O(V) 是 用 yg 所 确定 的 正 交 变换 . fi(d) 和 fs(d') 分 别 是 
p(S) 或 p(5') 的 方 同 . 当 fo € SO(V) 时 , 有 ffo(d) = fo:f(d) = 
fo(d'). 当 fs 4 SO(V) 时 ， 按 照 8.1.22, fo。 和 f,-:f 是 镜 册 ,于 
是 ffo= fo:f. 因此 f7 :fo(d)= fy: f(d)= fo(d'). 图 

关于 平行 线 所 成 角 的 经 典 的 定理 为 : 
设 9 0， 91 是 一 个 欧 氏 平面 中 的 直线 ， 


证 明 : 设 Z(9, 9;) = 天. 对 于 9， 59; 的 方向 ， 我 们 能 如 此 
选取 户 e 所 及 在 S(Y) 中 的 基 元 ddi, 使 得 天 (4d) = di. 于 是 结论 
得 和 目 : fo= fi do = di. 口 

我 们 用 (不 定向 的 ) 角度 来 补充 定向 角度 的 概念 ， 对 此 ， 
我 们 并 不 限于 在 欧 氏 平面 上 讨论 . 此 概念 的 缺点 是 群 元 素 不 再 
是 结合 的 ， 于 是 形 如 8.3.10 的 结果 不 再 成 立 . 
定义 8.3.13 1. 设 V 是 一 个 欧 氏 疝 量 空 s 间 ，dimV > 2. 


设 z,z' 是 六 中 的 非 零 元 ， 令 二 = 了 水 设 U 是 包含 了 d 


zl lz 


和 的 2 维 子 空 s 间 ]， 选取 0 的 一 个 定 问 . 

用 min(Z(d, d’), Z(d',d)) € [0, 7 来 定义 z 和 z/ 之 间 的 角度 
Z(z,z') = ZL(z',z). 这 里 已 设 Z(d,d') 和 Z(d',q) 是 用 [0,27) 中 的 
元 素来 表 出 的 . 
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2， 设 2 = Eu(V) 是 一 个 欧 氏 空间 ， dim Ew > 2， 设 
o € Eud,d' € S(V)={| |= 1}. 考察 射线 SS = S(0,d) = 
{ad++o;a > 0} 及 5' = S(o,d') = {ad'’ +oia>0+， 由 此 可 用 
ZL(d,d') 来 定义 在 S 和 5' 之 间 的 角度 人 (S,S') = 人 (S',S) € [0 可. 

由 此 也 可 对 从 属 的 定向 直线 9 和 9’ 定义 角度 人 ( 9, 9). 

3. 对 于 具有 公共 把 o 的 两 条 不 定 同 的 直线 9, 9 , 可 定义 
角度 人 ( 9, 9 ) = 4 人 (9, 9) € [0,， >] 为 对 这 两 条 直线 选用 各 种 可 


能 的 定 癌 后 计算 出 的 两 个 角度 的 最 小 值 


角度 与 V 的 数量 积 有 看 密切 的 联系 . 
命题 8.3.14 设 d, d 是 一 个 欧 氏 癌 量 空间 V 中 的 单位 
回 量 .于 是 成 立 


A(d,d')=cos 一 <dd > 


这 里 cos- 是 cosj]ionj 的 反 肾 数 . 

证 明 : 当 d= 4d 或 者 d = -d 则 绪论 是 显然 的 . 现 设 d,d 
是 线性 无 关 的 ， 且 UV = [dd 是 所 生成 的 2 维 空 间 ， 用 ds 来 梓 
充 4 = di, 以 得 到 的 一 个 ON- 基 {di,dz}, 它 与 基 {add} 有 相 
同 的 定向 .因此 有 d = cosg di+sing dz, 且 $= 人 (d,d'). 于 是 
< d,d > 一 cos 0. 口 

定义 8.3.15 “” 设 8 是 一 个 欧 氏 平面 ，S = S(o,d) 和 5S' = 
S(o,d) 是 具有 公共 起 点 o 的 两 条 射线 . 设 d 关 td. 用 9 和 9 


来 标记 以 o 为 起 点 的 相应 定向 直线 ， 令 二 全 


1. S 和 5S' (相应 地 ， 9 和 9 ) 的 角 平 分 线 W = W(5S,5') = 
W( 9，9) 定义 为 定向 直线 {fae + oae R}, 且 以 (o{fej) 作 为 其 
正 的 基 . 

2. 正 扇 形 Sec (S,S') = Sec ( 9, 9) 是 集合 {fad 二 ad 二 + 


oa >0,a' > 01. 
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一 人 C， 


命题 8.3.16 ” 设 W = W(S,5') = W( 9, 9') 是 两 条 射线 
或 两 条 如 在 8.3.15 中 那样 相应 的 定向 直线 的 角 平 分 线 . 

1. 关于 W 的 镜 射 o = ow 将 5 和 65’ 的 定向 互 换 ， 也 将 9 
和 9' 的 定向 互 换 . 此 乃 角 平 分 线 的 特征 (至 多 差 一 个 定向 ). 

2. 对 于 由 定向 直线 所 形成 的 定向 角度 ( 见 8.3.7.1), 成 立 
着 : 


ZL(9,W)= Z(W, 90") HB ZL(9, 9') =2Z(0,W) =2Z0W, 9'). 


证 明 : 对 1, 利用 8.3.15 中 的 记号 ， 


和 是 V 的 一 组 ON- 基 . 在 @. :Eu 一 )V 下 ow 可 用 s(z) = 
ZX 一 2 <zie' >e 来 表示 ， 见 8.1.20. s(e)=e 和 s(e') = 一 e' 缠 含 
s(d) = d,s(d )=4d. 

如 内 对 个 镜 身 s*(z)=s—-2<Zz,e* > e* 成 YY s*(d) = 
d',s*(d') = d, 则 e@* = 土 e', 即 s* 是 关于 G6(W) 的 镜 射 . 
”对 2. : 当 L(9, 9) = ZL(9, 9) 时 ， 于 是 有 人 (9,W) = 
Z(9,W) 和 人 L(W, 9 ) = LL(W, 9 )， 因为 oc 不 是 定 同 互 换 的 ， 
所 以 由 8.3.11 及 o( 9) = 9', o(W) = W 可 得 知 Z( 9,W) = 
Z0W, 9'). 因此 


/(9, 9) =Z(9, 90") = Z(9,W)+ ZOW, 9)) 
~ 2/( 9,W) = 2L(W, 0). 


当 L( 9, 9') = ZL( 9*, 9) 时 ， 可 类 似 地 得 出 结论 . D 

作为 8.3.16 的 应 用 ， 我 们 来 证 明 : 

命题 8.3.17 ” 设 9, 9* 是 欧 氏 平面 Eu(V) 中 的 直线 ，o € 
9n 9*. 于 是 关于 9 的 镜 射 与 天 于 9 的 镜 和 册 o 的 习 积 o*:o 
是 绕 o 转 角度 为 2Z( 9, 9*) e SO(V) 的 旋转 . 
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证 明 : 我 们 能 假设 9 关 9*. 令 o*.o(9)=o*(9)= 9 和 
fo*.o = feESO(V). 对 于 9 和 9, 用 满足 f(d) =d' 的 正 参 照 系 
(o, {d}), (o, {d'}) 来 选取 它们 的 定向 ， 按 照 8.3.16.1，9 的 定 同 


由 d" 一 让 二 后 给 出 ， 且 等 分 了 角度 W( 90,91). 按照 8.3.16.2 


有 f= 22(09, 0*)， 从 8.3.10.3 可 以 得 出 等 式 右 边 的 值 与 9 
和 9 的 定 疝 选取 无 关 . 口 
注解 8.3.18 ” 设 V 是 一 个 定向 欧 氏 向 量 空间 ， 于 是 在 
6.5.12 中 所 定义 的 映射 Ap 显然 与 ON- 基 的 选取 无 关 ， 只 要 这 
组 基 是 正 的 .对 这 样 的 DD, 我 们 也 简单 地 把 Ap 记 为 人 
定理 8.3.19 ” 设 V 是 一 个 三 维 定向 欧 氏 向 量 空间 . 向 量 


积 
(TY,Y) EVxXVA TIXYEV 


是 利用 条 件 : 对 所 有 ze 有 < zxyz>=A 人 (zyz) 而 定义 的 . 
zr xy 关 于 其 每 一 个 变 元 是 线性 的 . zxy= -yxz, 而 zxy 夭 0 
成 立 的 充 要 条 件 为 z 和 yy 是 线性 无 关 的 . 在 这 种 情况 下 ， zxy 


: ， {z EV 一 > A(z,y,z) € 及 } 是 

V* 中 的 一 个 元 素 . zx x y 是 此 元 素 在 同 构 7 :V* 一 V 下 的 
象 ， 见 6.5.12.. 于 是 我 们 的 绪论 得 自 Alz,y,z) 的 定义 . 注意 : 

A(z;yzZXx 切 三 |ZXx 直 |” 口 
注解 8.3.20 我 们 从 Laplace 展 开 定 理 4.5.5 中 发 现 : 
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如 果 刀 = {d,dz,ds} 是 一 组 正 的 ON- 其 ,是 


.二 Dbidiy 一 2 Id 
i ? 


Mz x y = (2n3 一 上 72)dil + (€3n1 — €173)d2 + (€172 — é2m)ds. 


8.4 附录: 四 元 数 和 SO(3), SO(4) 


在 8.3.4 中 我 们 已 经 看 到 , 模 为 1 的 复数 所 构成 乘法 群 S' = 
{ei?} 能 与 SO(2) 恒 同 . 在 这 个 附录 中 ， 我 们 将 导入 四 元 数 ， 它 
是 复数 的 一 种 推广 . 我 们 讨论 一 个 非 交 换 域 了 于 , 类 似 于 复数 域 
C, 并 定义 其 范 数 . 模 为 1 的 四 元 数 集合 Hl 构成 一 个 群 ， 它 同 
构 于 SO(3) 关 于 一 个 2 阶 不 变 子 群 的 商 群 . SO(4) 与 Hi 也 有 
着 紧密 的 联系 . 

命题 8.4.1 我们 考察 实 向 量 空间 R“, 且 将 其 典范 基 记 
为 {1,1,],k}. 对 基 中 的 元 素 ， 我 们 用 


1 1 k 
1 ] ] k 
1 . 


来 定义 乘法 . 再 借助 于 双 线 性 性 质 , 就 可 把 此 乘法 扩张 成 整个 
R4 上 的 乘积 . 

于 是 有 4 就 成 为 了 一 个 非 交 换 域 ， 我 们 把 它 记 为 HH, 且 称 
其 为 四 元 数 域 ， 称 联 中 的 元 素 为 四 元 数 ， 

证 明 : 显然 此 乘积 是 合理 定义 的 . 对 所 有 gq e H 有 14 = ql. 
只 需 对 基 元 去 验证 结合 律 的 有 效 性 ， 而 我 们 发 现 ， 璧 如 说 ， 
(jj)k = kk = 一 1 =ii=i(jk). 现 考虑 到 在 元 素 {i,j;k} 循 环 轮换 
时 ， 规 则 ij = k = -二 是 保持 的 ， 由 此 我 们 得 知 结合 律 是 普遍 
有 效 的 
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如 g=al+p6+7yj+skz 关 0, 则 我 们 可 以 验证 : 


al— Bli—”~]— ok 
a? +B + +0 


是 g 的 道 g-!. 
分 配 律 可 从 我 们 的 定义 及 双 线 性 性 质 立 即 得 证 . 口 
定义 8.4.2 共 固 


():H—H; qm gq 


可 用 1 =1,i= -i,j = -j,k = -kk 的 线性 扩张 来 定义 (站 ) 的 不 
动 点 ， 即 具有 g = gq 的 点 g 的 集合 中 点 的 1,J,k 的 系数 为 0. 我 们 
称 这 种 数 为 实数 ， 且 写成 形 如 al 十 0i1+0j 十 Ok, 或 简 记 为 a. 于 
是 及 成 为 了 的 一 个 子 域 . 

记 满 足 z= -gq 的 点 gq 的 集合 为 L. 称 g e 工 是 纯 四 元 数 . 
利用 R* 的 基 {i,j,k}, 工 与 及 恒 同 . 

命题 8.4.3 1. 共 亏 是 一 个 对 合 , 即 有 ()o()= 1d. 它 
关于 加 法 是 一 个 同 构 ， 而 对 乘法 来 说 ， 它 是 一 个 反 同 构 ， 即 


2. 及 上 的 典范 内 积 < ,> 能 描述 成 形 如 < gq,g >= 


于 一代 特别 地 ， 可 将 范 数 |q| = V<g> 写 成 如 下 形式 : 
lg| = vaa: 
3. 模 映射 


| li:aE Hm la ER 


忆 习 法 交换 ， 即 |lgg'| = |gjlaq|. 特别 地 ， 


| 1:H* = H\{0} 一 Rs 
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是 习 法 的 群 态 射 ， 这 个 映射 的 核 Hi 在 乘法 下 也 是 一 个 群 . 因 
为 Hi 能 与 球面 5 = {gq € R“;|g| = 1} 恒 同 ， 于 是 在 S$ 上 就 定义 
了 一 个 群 结构 . 


注解 8.4.4 这 与 我 们 已 知 的 著名 事实 类 似 ， 即 R* 中 的 
半径 为 1 的 球面 构成 一 个 群 , 即 5S1 与 C* 的 子 群 {ei$} 恒 同 . 后 者 
是 交换 的 , 但 53 不 是 交换 的 , 这 是 因为 , 譬如 说 有 好 尖 苑 . 可 以 
证 明 : 没有 其 他 的 n > 0, 使 得 R" 中 的 球面 $5" 具有 群 结构 . 只 
有 5S’ 还 存在 一 个 较 弱 的 群 结构 , 即 连接 关系 (7,7') e S'x5”7 一 > 
rr"€ S' 具 有 单位 元 和 逆 元 ; 但 是 结合 律 (rr) = r(7'7") 仅 在 
三 个 元 素 7,7',r” 中 的 两 个 相符 的 条 件 下 才 成 立 . S77 上 的 这 个 
结构 源 于 四 元 数 的 一 种 推广 , 它 是 R 上 的 一 个 所 谓 Cayley 八 
重 态 的 结构 . 


关于 8.4.3 的 证 明 : 对 1.: (-)o(-) = id 显然 成 立 , 且 (-) 显 
然 是 于 的 一 个 有 -线性 同 构 . 仅 需 对 基 元 去 验证 规则 qq' = 55， 
而 这 是 容易 实现 的 . 

对 2.: 因为 于 二 在 苍 下 是 不 变 的 ， 所 以 它 属于 有. 
此 外 ， 这 个 值 关于 两 个 变量 (q,9%/) 是 及 -线性 的 ， 且 为 对 称 . 为 
看 出 这 个 对 称 双 线性 形式 与 数量 积 < ，> 是 一 致 的 ,我们 只 需 
证 明 : {1,i,j,k} 关于 这 个 形式 是 一 组 ON- 基 ， 而 这 是 容易 做 
到 | 的 . 

对 3.: 这 得 自 (qq”)(gq’) = gq'9g = 0607 口 


和 企 “ 3 中 ， 对 群 G 的 每 个 元 q € G, 可 定义 一 个 内 目 
. 脆 射 ;1:G 一 > AutG;g 一 记 是 


特别 地 ， 我 们 现在 考虑 群 Hi, 这 里 g =5. 对 gE Hi 所 
定义 的 内 目 同 构 ge€ Hi 一? qqae Hi 可 扩大 成 一 个 线性 映射 
gq EH gqge€H. 这 是 下 列 结 果 的 出 发 点 . 
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引 理 8.4.5 1. 对 gE€ Hi, 定义 映射 
p(9) :9 EH gqgg€EH. 


于 是 po(g) 是 具有 典范 数量 积 的 空间 于 兰 玉 的 一 个 正 交 变换 . 
此 外 ， 有 det p(q) = 1, 即 p(q) € SO(4). 

2.，p(9)j| 及 = 1dR. 则 olq)lz :研一 也. 我 们 简单 地 用 (9g) 
来 玲 代 p(q)lz， 于 是 po(q) € SO(L) = 350O(3). 

3. p:g € Hi 一 2 p(g) SO(4) 是 群 态 射 . 

4. 特别 地 ， 当 g 是 纯 四 元 素 时 ， 则 g e Hi mn 研 , 于 是 p(q): 
L 一 二 是 关于 直线 ( 即 1 维 子 空间 ) [g] 的 镜 射 . 

延明 : 对 1.: 为 了 证 明 p(q) s CO(4)， 只 需 证 明 : 对 所 有 
q' € H, 有 <p(g)q',p(q)q >=< qq >, 见 6.2.16.1. 事实 上 ， 
我 们 有 p(q)q'p(q)q’ = (gq'g)(gq'g) = qq 055 = 907 

显然 p(1) = 1d. ge Hi 一 > det p(q) € {1, 一 1} 是 连续 的 . 因 
为 Hi = 93 是 连通 的 , 所 以 得 到 : 对 所 有 g € Hi, 有 det p(q) = 1 
这 个 结论 也 可 不 用 连续 性 而 被 验证 . 

对 2.: 显然 有 p(q)(1) = 1. 于 是 其 他 的 得 目 工 

对 3.: 注意 ，p 是 一 个 内 目 同 构 的 线性 扩张 . 

对 4.: 如 果 geHinz, 则 oleo)g=99 = -94 = 一 1. 因为 
p(-1) = ld, 于 是 p(q)p(q) = 1d,p(q) 关 lid. 因此 对 所 有 ze 荆 ， 
p(q)(z) = z 或 者 qz = zgq 不 能 成 立 : 即 gi = ig,gqj = jgq,qk = ka 
纺 含 g = 0. 因此 p(gq) 是 以 gq 为 不 动 点 的 镜 射 因为 det p(gq) = 1， 
p(q) 必须 是 关于 直线 [q] 的 镜 射 . 口 

由 此 ， 我 们 已 具备 了 通 回 下 述 定理 的 证 明 的 实质 性 的 一 
步 . 

定理 8.4.6 上 映 峰 


p:Hi=5° — > SO(L)= SO(3) 
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是 一 个 群 态 射 ， 其 象 集 为 SO( 了 ), 核 为 { 土 1}. 

于 是 由 1.4.12， 有 SO(3) 兰 53/Zs, 这 里 Zs 是 用 映射 + e 
9- FF 人 -ZeE9 来 生成 的 . 

征明: 由 8.4.5, 我 们 只 需 确定 p 的 象 及 核 . 设 f € SO(3). 
由 6.4.22,， 存在 一 个 子 空间 Uc 也 ,使 得 flj; = idvu, 而 fly 
(这 里 U+ 是 工 中 正 交 于 UU 的 平面 ) 属 于 SO(U+). 按照 8.1.22， 
fl 可 写成 两 个 关于 和 直线 的 镜 射 s,s’ 的 乘积 s+ s'. 
设 g 和 g 是 这 些 直线 中 的 单位 同 量 . 于 是 由 8.4.5.4 得 知 ， 


p(q)p(q ) = p(qq') 


在 U 上 是 恒 同 的 ， 而 在 U+- 上 是 元 素 s.s'. 因此 f = pl(gq”). 
ge ker p 意 味 着 对 所 有 ze H, 有 p(q)(z) = z 或 az = zgq. 但 这 
仅仅 对 gq Ee RN Hi 是 可 能 的 ， 于 是 gq = 1 或 者 gq = 一 1. 品 
作为 本 附录 的 末 段 ， 我 们 用 四 元 素描 述 SO(H) = SO(4). 
从 与 8.4.5 相 对 照 来 开始 我 们 的 讨论 . 
引 理 8.4.7 1. 对 (g,7)€ Hi x Hi, 定义 映射 


T(9g,7) :9 EH gqg7r eH. 


于 是 有 7T(g,7) € SO(H). 
2. 在 Hi x Hi 上 考察 习 积 (qo, 7o)(g1, 71) 一 (qoq1, TorT1) 的 群 


结构 .于 是 
T :Hi x Hi; 一 》SO(HI) 


是 一 子 群 态 射 . 
7E 月 : 对 1.: 


(7T(g,7)g')(7T(g,7)g’) = (qq'7)gqq'r = qq'rrgg = qq'g 
1 


于 是 r(q,7) E O(H). detr(a,r) = 19 如 同 8.4.5.1 的 证 明 那 样 
通过 连续 性 的 考虑 而 证 得 . 


对 2.: 


T(9o0， ro)T(q1, 71)g 一 9qo(q19 1 )7F0 = (qoqg1)q (ror1l ) 


一 T(qoqg1, ro71)9 . 


定理 8.4.8 映射 


rT:HixH!:=5°x5S*— SO(H)= SO(4) 


是 一 个 群 态 映 ， 且 其 象 为 SO(4), 核 为 {(1,1),(--1, 一 1)}. 于 是 
按照 1.4.12，SO(4) = (5S* x 5S*)/Zo, 这 里 Z2 是 由 映射 (z,y) 6 
9S” x 593 (xz, 一 y) €E SS x S* 所 生成 的 . 

征明 : 设 f e550O(4). 令 f(1) = go € Hi. 于 是 有 


T(go ， 1)(qgo) = 1. 


因此 r(qg!,1)f es SO(3). 且 因 为 8.4.6, 有 7(qo ,1)f = po(9) = 
7(g,q). Bh f = 7(gqog, 9q). 

T(g,7)(z) = xz, 即 对 所 有 x € H, 有 gz = zr, 这 纺 售 g = 7， 
于 是 由 8.4.6, 我 们 知道 g = +1 或 者 g = -1 口 


8.59 三角 学 


现在 我 们 来 考察 在 定 网 欧 氏 平面 中 的 三 角形 . 我 们 从 富 
于 经 典 的 、 上 古色 古 香 的 结果 中 选 出 几 个 基本 的 结果 . 最 后 我 们 
讨论 Morley 定理 . 


定义 8.5.1 设 Eu 是 一 个 V 上 的 定向 欧 氏 平面 ， 简称 为 


{(a—ce), (8 一 c)} ) 是 V 的 线性 无 关 元 素 . 也 称 a,b,c 是 二 角形 abc 
的 角 . 

2. 根据 {(5 一 a),(c 一 a)} (或 者 等 价 地 : ”{(c 一 0), (a 一 5)}， 
也 可 以 {(a 一 c),(5b 一 c)}) 是 否 是 V 的 一 组 正 的 或 负 的 基 ， 我 们 
称 abc 具 有 正 的 或 负 的 定 网 . 

3. 我 们 用 4, B,C 来 记 三 角形 abc 的 三 点 a,b,c 的 对 边 ， 即 


B= {Yc+aa;y+a=1;7Y2>0,a> 0)}, 
C = {aat+bBb;at+p=1;a > 0,8 > 0. 


记 这 些 边 的 长 度 分 别 为 |4|,1B|,|Cl. 于 是 |4| = d(c,5),|B| = 
d(a,c), |C| = d(a,b). 

三 角形 直线 A, B,C 分 别 是 通过 {6,cj},{c,a}, {a,6b}, 且 包 含 
Ah, B,C 的 直线 ，A, B,C 被 定 问 ， 使 得 (c 一 0), (a 一 c),(b 一 a) 分 别 
是 这 些 直 线 的 方 则 U4, Ug, Uc 的 正 的 基 . 

4. 三 角形 abc 在 角 点 a,b,c 处 的 外 角 是 用 


=L- (ae 一 cp 一 alj6= Ab-a,c—-b);y= Ac—b,a—o) 


来 定义 的 . 当 abc 是 正 的 定 同时 ， 则 成 立 

a = A(B,C);B = AL(C, A);7 = L(A,B) 
当 abc 是 人 负 的 定 同 时 ， 则 成 立 
a = ZL(C,B):B = L(A,C):5 = LZ(B8,A). 


在 角 点 a,b,c 处 的 内 角 (或 简称 为 角 ) a, 6,Y 用 


a=Ar—6;B=r-P;y=7—7 
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来 定义 . 


欧 氏 三 角形 的 基本 和 定理 为 : 

定理 8.5.2 三 角形 的 内 角 和 a 十 8 十 Y 等 于 7. 

证明: 只 需 证 明 a4 十 6 十 =0 mod2r. 我 们 限于 讨论 abc 
是 正 问 的 情形 . 于 是 我 们 由 8.3.10.1 得 到 


a&+B+57= ZL(B,C) + ZL(C, A) + L(A, 8) 
= /(8,8) = ide SO(V). 
因为 0<G+6+7<4r, 所 以 得 到 a+6+7 了 = 27. 品 
关于 三 角 学 的 进一步 发 展 ， 我 们 需要 下 面 的 结果 . 


引 理 8.5.3 设 abc 是 欧 氏 平面 Ev 中 的 一 个 三 角形 . 
1. ICl* = |Al+|BI* -2|4||BI cosy (余弦 定理 ). 


oa 2. 特别 地 ， 设 obc 是 一 个 赴 


2 一 角 三 角形 , 在 < 处 为 直角 7 = 
b Bb 了 


3. 在 2. 的 假设 下 ， 有 |4| = |Clcos/;|B| = lclsinp. 

4. sina :sin8:siny=|4|:1B|:|C|( 正 弦 定 理 ). 

证 明 : 对 1.: 由 于 6.2.16, 我 们 只 需 证 明 : 如 果 z,y 是 2 维 
定向 欧 氏 向 量 空间 V 的 非 零 向 量 ， 则 有 


< 7,y > 三 |zlly|cos A(z,y). 
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为 此 , 令 二 =e 了 =e 则 Lee)y = Z(z,y)， 应 用 8.3.14 即 


对 2.: 由 cos 了 = 0， 人 妇 股 定理 得 自 1. 


对 3.: 我 们 能 假定 abc 是 正 向 的 因为 如 果 bac 是 正 向 的 ， 
则 绪论 不 变 . (eb lao 
由 (a 一 b) = (c—b)+(a—ce) Rf{di= - , d» 一 一 } 


4 局 
是 一 组 正 的 ON- 基 ， 则 从 6 的 定义 得 出 : 


= cos di + sin Od,, 


寺 角 的 直角 二 角形 由 3. 知 ， ne 一 Alsin 8 = d(c, L.). 
LD 

我 们 再 来 看 三 角形 的 合同 定理 . 

定理 8.5.4 设 abc,a'b'c' 是 欧 氏 平面 Ev 中 的 三 角形 ， 下 
列 陈述 是 等 价 的 : 

1. abc 和 a'b'c' 是 合同 的 . 

2. |4|=|4",|B| = 18",|C| = |C'. 

3. |4|=|41,1B|=|B1,y = 

4. |4|=|4",8= BY=7. 

5. |4|=|4",|B|= |B'l,a=a',a > hb. 

证 明 : 将 a 变 至 a', b 变 至 b,c 变 至 c' 的 运动 yp 的 存在 性 导 
至 陈述 2, 3, 4, 5 是 显然 的 . 

2. 一 > .: 是 8.1.12 的 特殊 情形 . 

3. 一 >2.: 得 目 8.5.3.1. 

4. 一 >2.: 因为 我 们 有 a 二 T+ 一 8 一 y= a' 及 8.5.3.4, 故 得 


B18B|=|B",|C| = |C'|. 
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9. 一 33.: 因为 由 8.5.3.4 得 出 sin8 = sin8'， 由 此 ， 得 出 
B= B'. 这 是 因为 从 B= 一 8 将 导出 a' 二 8'=a+r 一 8B>7, 
而 这 是 不 可 能 的 . 于 是 有 Y=7+-a-p=”Y.. 品 


现在 我 们 和 欲 讨 论 关 于 属于 一 个 三 角形 的 共 点 线束 的 一 系 
列 结 果 . 我 们 已 在 7.1.7.4 中 证 明 了 第 一 个 这 尖 络 条 ， 它 已 经 
属于 仿 射 几何 学 的 内 容 . 


定理 8.5.5 设 abc 是 一 个 欧 氏 平面 Ew 中 一 个 三 角形 . 


1. 三 条 中 线 Su, So Se 是 共 点 的 ， 这 里 5。 是 通过 4a 及 对 边 
A 的 中 点 a* = 的 直线 . 6。 和 5 可 类 似 地 定义 . 


2. 二 条 高 Ha, Hs, He 是 共 扩 的 . 这 里 Ha 是 从 a 到 4 上 的 
素 线 ， 见 8.1.15. Hs, He 可 类 似 地 定义 . 


3. 三 条 中 垂 线 Ma, Mp,Me 是 共 点 的， 这 里 M4 是 过 
一 Ac 可 类 似 地 定义 . 


AMA4, Ms, Mc 的 公共 交点 o 是 三 角形 abc 的 外 接 圆 5,(o) 的 
圆心 . 这 是 一 个 以 o 为 心 ， 半 径 为 p= dlao) = d(b,o) = d(c,0) 
的 圆 ， 而 且 通 过 三 角形 abc 的 三 个 角 氮 . 
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4. 三 条 角 平 分 线 Wo, Wo,We 是 共 点 的 . 这 里 Wo 是 过 a 


的 ， 且 具有 正方 向 5 二“ + 下 一 的 定向 直线 ， Ws 和 W 可 


定义 为 分 别 过 b 和 c 的 相应 直线 . Wo, Wo, Wi 的 公共 交 扣 5 是 
三 角形 abc 的 内 切 圆 Srz(o) 的 圆心 ， 这 是 一 个 以 5 为 心 ， 半 径 为 
= d(o, A) = dB) = doC) 的 圆 ， 它 与 边 4 BC 分 别 相 切 于 
Pa,pb 和 pce, Hp EACA, peEDCB pcCCC. 

证 朋 : 对 1.: 见 7.1.7.4. 

对 2.: 当 abc 是 一 个 直角 三 角形 时 ， 不 妨 设 7 = >, 则 * 


是 高 所 在 的 直线 的 公共 交点 .如 果 abc 不 是 直角 的 三 角形 ， 则 
Ceva 定理 ( 见 7.3.14) 的 假设 满足 用 lo 加 1 分 别 记 a,b,c 到 
A, B,C 上 的 夷 足 点 . 利用 8.5.3.3， 


Qa 一 !- IB|cosa 


TV (a, b, Le) 一 pi 一 Tha cosB 


根据 是 否 成 立 a 和 /6 < 3; 右 端 取 “-” 号 或 “+” 号 ， 如 果 角 


ni 


mp,? 之 一 > 二 则 其 它 两 个 角 < 5. 于 是 在 上 述 单 比 的 公式 


TYV (a,b,1.), TV (b,c,l,), TV (ec,a,li) 


中 遇 到 了 一 次 或 三 次 “- 号 .在 每 种 情形 下 ， 它 们 的 乘积 者 
等 于 一 1. 
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\ ,a) = d(o,b) = d(o,c) = p. 

对 4.: Ws 是 定 癌 直线 C 和 一 8 的 角 平 分 线 ， 见 8.3.15. 由 
8.3.16, 关于 Ww 的 镜 射 把 C 变 至 -8. 于 是 p EW 二 > d(p,C) = 
d(p,B). 考察 0 € Wa 中 Ws。. 于 是 d(6,C) = d(6,8) 和 4d(6,A) = 
d(o,C). 由 此 得 到 : ”oe W. 或 者 6€ W = 过 c 的 外 角 平 分 线 . 
这 是 定 癌 直线 8 和 4A 的 角 平 分 线 . 我 们 愿意 排除 5 € W.。. 

现在 注意 : 正 扇形 Sec (C,-B) 和 正 扇形 Sec (一 4,C) ( 见 
8.3.15.2) 不 相交 于 内 点 . 这 是 因为 


a(b—c)+pb(c—-a)t+a=7y(0—c)+o(b—a)+t+b 


及 a,PB,7Y,6 > 0 强 含 : 由 (b--c)= (0-a)-(c-a) 及 {(b—a), (c—a)} 
的 线性 无 关 性 ， 可 得 出 8 = -7 因为 WC Sec (-A,C)U 
Sec (A, 一 C), 所 以 so€ Sec (C,—-B)N Sec (A,—C) = abc 在 
7.1.14.2 意 义 下 的 内 部 . 由 此 ，5e Sec (8, 一 A), 于 是 so€ WW.. 
因而 得 知 ， 5 是 内 切 圆 的 圆心 . 口 

补充 8.5.6 用 Wo,Wi,We 来 记 三 角形 abc 的 外 角 平 分 
线 . 即 W = 是 (8,C) 的 角 平 分 线 ， Ws, We 有 相应 的 定义 . 

于 是 Wi, Wi, Wi 是 共 点 的 . 这 三 条 直线 的 公共 交点 06 是 这 
个 三 角形 abc 的 旁 切 圆 的 圆心 . 它 与 边 4 相 切 于 点 5。€ A C4， 
与 边 B,C 分 别 相 切 于 B,C 的 外 部 后 pas, Pac. 

同样 ， 直 线 Ws,W, Wi 的 公共 交点 杰 是 abc 的 劳 切 圆 的 贺 
心 ,该 圆 与 8 相 切 于 后 p。€ B, 与 C 相 切 于 氮 pbcECNC, 与 4 相 
切 于 把 pba € A\4. 
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最 后 ， 0c E wen)wanyp 为 获 切 圆 的 圆心 ， 该 圆 与 C 相 切 
于 点 总 EC 忆 4 相 切 于 后 pea € A\4, 与 86 相 切 于 点 pes € B\B. 


一 |A| 十 IBI 十 IC _ 
d(a, pe ) 一 d(a, pe) 一 二 二 一 d(c, Bo ) 一 d(b, pc). 

A|l— iBIl++iC _ 
d(b, pe) = d(b, pa) = 4 本 C = dl(a, pce) = d(c, Pa) 

A|l 二 +IBI—IC _ 
d(c, pa) = d(c, po) = A CC = d(b, Ba) = d(a, bo) 


De Sec (C,—B)N Sec (A,C), 这 是 因为 WC Sec (A,C)U 
Sec (A, 一 C). 于 是 066 EeE WC Sec (A,—B)U Sec (8,—A) 被 
排除 ， 即 有 az e Wi. 左边 的 等 式 得 目 


d(a, pp) = d(a, pe); dl(b,pe) = d(b,pa); dcpa) = d(c,ps) 


久 
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4| 上 + d(b, pc) = |B| + d(a, bce); 
IB|+ dc za) = |C| + d(b, po); 


d(b, Pa) 十 dl(Pa, C) 一 4|; 
d(c, po) + d(pe, a) = |B|; 
d(a,pe) + d(pe,b) = |C|. 


[| 
引 理 8.5.7 ”考察 定向 欧 氏 平面 Eu 中 的 一 个 圆 5,(o), 及 
S,(o) 上 的 两 个 不 同 的 点 a 和 6b. 令 Z(a - ob - o) = 27. 于 是 对 
一 个 三 角形 ac 而 言 ， 三 角形 的 边 B 和 .4 的 定向 角 Z(B,.4) 等 于 
7 的 充 要 条 件 是 ce S。(o). 
特别 地 ， 当 a 和 ?是 对 径 点 时 ， 则 2 二 ”= om = 人， 于 是 
三 角形 abc 在 c 处 的 角度 为 7 = = 的 充 要 条 件 是 ce€ Sp(o)\{a,) 
(Thales 定理 ). 


于 是 o= 一. 如 果 我 们 证 明了 c € Sp(o) % 充 要 条 人 为 


一 一 
LA(a 一 olc 一 0) 王 2 人 (aa 一 cc 一 0) | 
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和 


一 一 
L(c —o,b—o)=2A(c 一 ob 一 c) 


则 结论 就 得 证 了 . 为 证 此 ， 首 先 我 们 注意 ， 直 线 90oc 总 不 会 与 
Goa 和 9o6 相 重合 . 于 是 设 9oa 关 9oc. 我 们 按 下 法 将 这 些 直 线 
予以 定 同 : 其 定 癌 可 使 (a 一 0),(c 一 0),(b 一 o) 成 为 一 个 正 的 基 . 
考察 角 平 分 线 W = W( 9oa,，9oc). 于 是 ce Sp(o) 等 价 于 关于 W 
的 镜 射 将 点 a 和 c 互 换 ， 且 将 94c 映 至 其 自身 . 由 于 8.3.11, 这 
又 等 价 于 


一 一 
(a 一 0,a—-c)= 人 (a 一 c,0 一 c), 即 等 价 于 oo 一 c==c 一 oo， 
一 一 一 

/A(a—o,c -0o)= A(a—o,a—c)+A(a—ce,c —o) 


一 > 
一 2L(a 一 cc 一 0). 


我 们 还 注意 到 关于 正弦 定理 的 下 列 的 补充 . 
售 题 8.5.8 设 abc 是 一 个 三 角形 . 于 是 


A|:sina = |B|:sinB = |C|:siny = 2p, 


这 里 p 是 包含 朋 点 a,b,c 的 外 接 圆 Sp(o) 的 半径 . 

证 明 : 由 于 8.5.3.4, 只 需 证 明 最 后 一 个 等 式 . 设 o 是 abc 
的 外 接 圆 的 圆心 ， 见 8.5.5.3. 如 果 在 abc 的 点 c 处 的 角 为 7 
则 由 8.5.7, 在 三 角形 abo 中 o 处 的 角度 等 于 27 或 2r - 27， 设 


2 是 边 C 的 中 点 .三 角形 ucro 在 咏 处 有 角度 工 , 在 o 处 


有 角度 7 或 -7?, 在 ac*o 中 ，c* 的 对 边 长 度 为 p, o 的 对 边 长 度 
为 由 8.5.3.4 及 sin7y = sin(7 一 ), 可 得 出 : 


\ 
\ [Cy po:sinT = p. 
2 2 
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c” 一 


L 


我 们 用 Morley 定理 来 结束 本 节 的 讨论 . 它 是 一 个 如 在 三 
角 学 中 令 人 惊异 的 结果 那样 的 稀奇 古怪 的 例子 , 看 上 去 似乎 完 
全 是 与 世 隔绝 的 . 

定理 8.5.9 设 abc 是 一 个 三 角形 , 这 个 三 角形 在 点 a,b,c 
的 角度 以 例外 的 方式 记 为 3a,36,37. 

用 S66, Sac 来 记 从 a 发 出 的 、 在 三 角形 abc 内 部 的 两 条 射 
线 ， 它 们 分 别 与 边 8 和 边 C 的 夹 角 为 a. 换 句 话说 ， So 和 So 
在 a 扩 将 三 角形 abc 的 角度 3a 三 等 分 了 . 

类 似 地 可 定义 Ste 和 S66 为 从 b 出 发 的 、 在 三 角形 abc 内 部 
的 射线 ， 它 们 分 别 与 边 C 和 边 A 的 夹 角 为 6, 于 是 剩 下 部 分 的 


最 后 可 以 类 似 地 定义 在 后 c 处 的 角 三 等 分 线 ， 于 是 Sac, Spc 
交 于 一 所 Cc/, Sba, Sca 交 于 一 点 a', Sub, Scb 交 于 一 挟 b'. 结论: 二 
角形 a'b'c' 是 等 边 三 角形 ， 即 


d(a',b') = d(b',c) = d(c',a’). 


证 明 : 利用 p = abc 的 外 接 圆 半径 ， me 
出 


8.5.8( 注 意 ， abc' 在 c 处 的 角度 等 于 "一 a 一 8), 可 以 和 


d(a,c') = |C|sinB :sin(a+ 6B) 和 |C| = 2psin 3y.] 
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因为 ，a 十 8 十 = = 我 们 发 现 : 


d(a,c ) = 2psin P sin 37Y : sin(= — 了) 


利用 加 法 定理 8.3.4, 可 以 得 出 : 


sin 37 = (3 一 4sin 7) sin”, 


,TT V3 7 1 
且 因 为 sin = 一 3 一 2 。 
nT ] 
sin( 一 一 了 | sin(— +7Y)= =-(3cos” > 一 sin ”y) 
3 3 4 
1 
一 Tsin 37 : sin 7. 


于 古 
d(ac) 一 8psin7ysin pb sin( 十 了) 


类 似 地 ， 我 们 发 现 : 


d(a,b') = 8p sin P siny sin(= + 6). 


于 是 具有 和 角度 为 a,Y',B' 的 三 角形 ac'b' 的 正弦 定理 为 


d(b',c') : sina = 8psin”y sin Bsin(= 十 7) :sinB 


一 8psin Psin Ysin( = + 6B):siny. 


因为 由 
(5 +N)+(F+h)+a=p +y ta=n 
可 得 出 
sin 8 : sin(a + P') = sin(= + 7) : sin(a + 5 +), 
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于 是 68’ = + 由 此 得 


d(b',c' ) = 8psin a sin bP sin 7y. 


此 式 关 于 角度 a,6,Y 是 对 称 的 .于 是 d(c',a') 和 d(a',b) 也 可 如 
此 地 表 出 . 口 


8.6 ”圆锥 曲线 


在 本 节 中 , 我 们 要 讨论 欧 氏 平面 中 的 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 
线 . 目 古 以 来 ， 这 些 曲线 也 被 称 为 圆锥 曲线 . 然后 我 们 讨论 这 
些 曲线 的 性 质 及 几何 特征 ， 也 考察 共 焦 圆 锥 曲线 族 ， 最 后 ， 我 
们 运用 所 谓 Dandelin 球 面 来 给 出 这 些 名 称 的 一 个 缘由 . 

于 是 我 们 先 以 稍微 变动 的 写法 去 注视 在 8.2.6 中 已 经 知道 
的 关于 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 标准 形式 ， 且 同时 导入 一 些 缩 
写 . 

定义 8.6.1 ”考察 具有 坐标 (z,y) 的 欧 氏 平面 R“. 

1. 一 个 处 于 标准 形式 下 的 椭圆 己 是 用 


E={—+ 二 =1}, 0<b<a 


来 给 出 的 . 称 c 和 2 为 主轴 (的 长 度 ). 称 s = (a,0) 和 s’ = (-a,0) 
为 主 现 局 ， 称 t= (0,5) 和 t= (0, 一 b) 为 次 顶点 . 
= (c,0) 和 f'=(-c,0) 为 巨 的 焦点 ， 


H={— -=1). a>0,6>0 


来 给 出 的 ， 称 a 和 64 为 五 的 轴 的 长 度 ， 
为 是 的 顶点 . 


. 260 . 


s 一 (a0) 和 s' = (一 a,0) 


令 o 二 刀 =c. 称 点 f = (ec， Of =e 0) 为 瑟 的 焦 反 . 


C 


称 一 = > 1 为 互 的 离心 率 ， 称 所 = p 为 吾 的 参数 
Vy 


7 73 祥 = 0} 为 及 的 渐 近 线 . 
3. 款 准 形式 下 的 抛物 线 是 用 


P={y =2pr}; p>0 


来 给 出 的 . 称 s = (0,0) 为 顶点 ，f = (0,5) 为 P 的 焦点 ，p 为 P 


的 参数 . 
我 们 先 来 讨论 非 圆 的 圆锥 曲线 的 第 一 个 几何 特征 . 
定理 8.6.2 考察 在 欧 氏 平面 Eu 中 的 一 点 f, 称 为 焦点 ， 

及 f 外 的 一 条 直线 L, 称 为 准 线 . 选 s > 0, 并 考察 集合 


{d(g, f) = ed(q, £)}. (8.3) 


于 是 按照 e < ls = 1 或 者 e > 1, 它 分 别 是 一 个 非 圆 的 椭圆 ， 一 
条 抛物 线 或 者 是 一 条 双 曲 线 . 准确 地 说 ， 如 果 我 们 对 e 关 1, 令 
ed(f,£C) =p, 则 p 是 由 (8.3) 所 定义 的 椭圆 或 双 曲 线 的 参数 ， *s 


是 它 的 离心 率 ， 如 果 对 < = 1 我 们 令 上 分 = pm 于 是 这 是 由 
(8.3) 所 定义 的 抛物 线 的 参数 
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证 明 : 设 e 夺 1. 在 一 个 担当 选 家 甩 欧 欧 氏 参照 系 下 ， 和 
表 为 (0) 和 人 fz= 2}, 其 中 c= 人 记分. 由 此 可 将 (8.3) 写成 


£2 
Bh 2 2 
L y 
2 十 aa 一 | 
($5) (Ss 


对 < = 1, 设 f 和 £L 是 用 (c,0) 和 {z = -cj 来 表示 的 ， 这 
里 c= LO) 于 是 (8.3) 意味 着 (z--c2+2% = (zx 十 c)?, 即 


2 
y* = 4cz. L 


补充 8.6.3 对 e 冯 1, 即 对 不 是 圆 的 椭圆 和 双 曲 线 ， 存 
在 着 两 个 偶 {f,LC},{f',L'}, { 焦 后 ， 准 线 }, 使 得 这 些 曲 线 由 此 
按 8.6.2 中 的 (8.3) 式 来 表 出 . 

证 明 : 这 两 条 所 谈 及 的 曲线 是 在 8.2.8 的 意义 下 的 有 心 二 
次 曲线 . 中 心 "与 了 不 同 ， 且 不 位 于 C 之 上 ., 于 是 ， 关 于 o 的 镜 
射 给 出 了 第 二 个 偶 {f',L'}. 国 

从 8.6.2 及 8.6.3, 我 们 能 对 栖 圆 及 双 曲 线 导 入 一 个 更 进 一 
步 的 特征 . 
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定理 8.6.4 设 f,f' 是 欧 氏 平面 中 的 两 点 ， 它 们 之 间 的 
距离 为 d(f,f')= 2c>0. 
对 给 定 的 a > c, 集合 


{d(gq, f) + d(q, f') = 2a} (8.4) 
是 一 个 ( 非 圆 的 ) 椭 圆 ， 它 的 长 半 轴 及 短 半 轴 分 别 为 <q 和 4b = 


Q2 一 C2. 


注 : 
1. 情形 1 对 f= f' 也 是 有 意义 的 ， 并 给 出 了 一 个 圆 . 

2. 上 述 特征 也 称 为 园 万 家 公式 .这 是 因为 ， 壁 如 说 ， 在 
椭圆 的 情形 下 ， 我们 看 到 如 果 我 们 在 两 后 f,f' 处 连结 一 根 长 
为 2a > 2d(f, 了) 的 绳索 ， 且 用 树桩 以 各 种 可 能 的 方式 来 敌 索 这 
条 强 罕 ， 则 树桩 就 描 出 了 一 个 椭圆 花坛 的 花 万 . 


应 准 线 {C,C} 的 椭圆 环 . 于 是 对 gq € E, 有 


d(q, f) + d(q, f°) = ed(q, £) + ed(q, £') = ed(L,L ) = 2a. 
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这 里 我 们 利用 了 : 当 e < 1 时 ，g 位 于 LC 和 L' 之 间 , 且 d(L,L') = 
过 = 子 ， 反 过 来 ， 对 具有 举 标 (c,0),(-c,0) 的 ff'， 考察 条 件 


E 


〈8.4) 的 坐标 表示 : 
V(zT—c)?+R+ V(r+e)?+y = 20. 


因为 
((z — c)” 十 y”) 一 ((z 十 c) 十 VY”) 一 —4cz, 


于 是 得 到 
V(T—c)?+y— (Ct t= 


第 一 个 和 第 三 个 等 式 之 老 给 出 了 


于 是 就 得 出 了 半 轴 为 a 及 b= Va? 一己 的 椭圆 方程 . 
对 2.: d(C,C) = 本 且 因 为 es > 1C 和 心 位 于 由 8.6.2， 


8.6.3 所 定义 的 双 曲 线 瑟 上 的 点 9 的 同一 侧 ， 于 是 
ld(g, f) — d(q, f')| = eld(q, £) ~ d(q, £')| = ed(£, £') = 20. 


反之 ， 证 明 与 1. 中 相仿. 口 

定义 8.6.5 ”在 欧 氏 平面 Ew 中 选取 一 个 原点 o 及 一 个 单 
位 同 量 deV. 设 {d,e} 为 一 个 正 的 ON- 基 的 扩张 . 

所 谓 基 于 (o,d) 的 极 坐标 是 指 上 映射 


q € Eu\{0} oo (7(q), $(q)) € (0, 00) x [0, 27), 


这 里 r(q) =|q 一 0|;$(q) = Z(d,g —o). 


* 2064 . 


于 是 如 果 (zx,y) 是 关于 (o,{dej) 的 坐标 ， 则 我 们 有 


注 : 如 果 我 们 将 (z,y) e R2 恒 同 于 z = z+iye C, 则 对 
z 关 0,7(z) 和 9g(z) 可 用 z= re4 来 给 出 . 
1. 设 马 是 离心 率 e > 0， 
点， ss 为 其 顶点 ， 它 们 满足 lw- |> |s 一 外 . 令 
5 一 了 _j. 则 在 基于 (f,d) 的 极 坐 标 (7,$) 下 ， 忆 可 表 为 


参数 为 p 的 椭圆， 


zp 

{7 = Tecosst! 
其 中 $ 可 以 任意 选取 .相应 地 ， 在 基于 (f',d) 的 极 坐 标 (7', 9 
下 ， 互 可 表 为 

(= Ts) 


1 一 Ecos db 


其 中 少 可 任意 选取 . 
2. 设 五 是 参数 为 p, 离心 率 为 < 的 双 曲 线 ， f,f' 是 它 的 焦 
点 ， s,s' 是 它 的 顶点 ， 且 满足 |f -sj <|f -sl. 令 fs _ 1 


} 及 fr= 一 一 一] 


一 1 一 Ecosb 


{r= 


1 sg 


其 中 6 分 别 满足 1 > = > cos$ 及 -cosp > =， 这 两 支 在 基于 


E 
( 括 ,d) 的 极 坐 标 (r',V') 下 可 表 为 


p 1 p 
{7 = -iTecow! tr = 1 Fecosg 


其 中 分 别 满足 cosW > = 及 cos > 一， 
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值 cosy = += 相应 于 渐 近 线 的 方向 
3. 设 P 是 以 /为 焦点 ，。 为 顶点 的 抛物 线 . 令 地 二 5 一 4 
于 是 忆 在 基于 (f, qd) 的 极 坐 标 (r,$) 下 的 表示 为 


加 Dp 
{7 = 1 cosgt 


其 中 1 > cos 小 
延明 : 对 1.: 对 gq e E, 准 线 L 及 焦点 f, 我 们 从 8.6.2 得 到 


由 d(q, £) = d(f, £) — (gq) 


r cos9. 第 二 个 等 式 同样 得 自 d(f,L') = < 及 dlq,C) = dj CI)+ 
r(q) cos (gq). 

对 2.: 又 从 8.6.2 可 得 出 ， 对 gq EHH, 有 "7(q) = sd(q,C). 于 
是 对 徘 近 f 的 一 文 上 的 gq, 有 dl(gq,£) = d(f, LC) 十 7(q)cosg(q), 而 
对 男 一 文 上 的 gq, 有 d(gq,£) = 一 d(f,£) 一 7(q) cos 9$(q). 第 一 个 公 
式 得 自 于 d(f,£) = =， 第 二 个 公式 可 类 似 地 得 出 . 
: 从 8.6. 2， 对 gq € P, 我 们 有 7(q) = d(q,£) = d(f,£L)+ 
[] 


= } 所 描述 的 集合 . 设 


] 一 oD 


极 坐标 的 原点 为 焦点 f, 直线 {rcos$ = -5} 为 准 线 C， 于 是 对 


e < 1, 这 古 一 个 椭圆 ， 且 以 /为 顽 焦 氮 . 对 e = 1, 这 是 一 条 
抛物 线 ， 对 s > 1 这 是 双 曲 线 靠 近 j 的 一 支 ， 人 们 发 现 ， 当 变 
动 : 时 ， 椭 圆 会 变 至 一 条 抛物 线 ， 及 双 曲 线 的 一 文 ， 见 9.5.19. 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 来 考察 圆锥 曲线 的 切线 . 
定理 8.6.8 1. 设 f,f' 是 一 个 不 是 圆 的 椭圆 EB 的 焦 反 . 
对 每 把 gE E, 从 gq 到 ff 及 从 下 到 4 的 两 条 定 回 直线 的 角 平 分 线 
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2. 设 f,f' 是 双 曲 线 互 的 焦 皮 .对 每 点 qgE ,从 gq 到 f 及 
从 gq 到 了’ 的 角 平 分 线 是 五 在 gq 处 的 切线 TH. 即 gq eT,H 是 直线 


3. 设 /是 抛物 线 书 的 焦 
氮 ， 人 是 其 准 线 ， 对 每 点 ge6 
P, 考虑 通过 q 及 gq 到 L 上 的 垩 
足 点 的 定 网 直线 ， 以 及 从 4 到 
f 的 定向 直线 . 于 是 其 角 平 分 
线 是 PP 在 a 处 的 切线 T,P. 即 
gq 是 直线 TP 与 P 的 唯一 的 公 

人 证明: 对 1.: 我 们 已 假设 
EB 不 是 圆 ， 所 以 ，f 关 f'. 考 
察 定 理 中 所 述 的 角 平 分 线 ， 且 将 它 记 为 TE. 显然 gE Tu,E. 我 
们 来 证 明 : ” ENTE = f{q}. 

现 设 f" 是 f 在 关于 TE 的 镜 射 下 的 象 ， 于 是 可 得 


df ,f )=d(f,q)+d(lq,f)=2a= 在 8.6.4 中 定义 忆 的 常数 
且 f',q,f” 位 于 一 直线 之 上 ， 如果 r ET,_ENE, 则 


2a = d(r, f) + d(r, f’) 
. 267 : 


= d(r,f)+d(7r, 了 ) (因为 f 是 /关于 7 五 的 镜 射 所 ) 
> d(f", 了 了) (三 角 不 等 式 ) 


于 是 r= 4. 

对 2.: 再 设 扩 是 f 在 关于 TH 的 镜 射 下 的 象 ， f',gq,f" 位 
于 一 条 直线 上 ， 且 d(f,/”) = 2a = 在 8.6.4 中 定义 及 的 常数 
对 7 € ToH NH, 于 是 我 们 有 


2a = |d(r, f) 一 dr 广 )| 
= |d(r,f°')— dl(r,f)| < d(f',f")= 20, 
Br = oa. 


对 3.: 设 f”" 是 f 在 关于 TP 的 镜 射 下 的 象 ， 则 ”是 gq 到 P 
的 准 线 C 上 的 垂 线 的 牌 足 点 ， 7 € T,jPNP 意 味 着 


dr C) = d(7, f) = d(r, f°) = d(g, f° ) = d(q, £), 


于 是 += 4q. 口 

推论 8.6.9 1. 设 是 一 个 椭圆 ， f 是 其 焦 上 后 ， 2a = 
d(s,s') 是 8.6.4 中 的 常数 . 于 是 f 在 的 切线 TE 上 的 垂 足 点 
lj(q) 的 集合 是 一 个 以 的 中 心 为 心 ， 半 径 为 a 的 圆 . 


ol 
A 


rn 一 
f 
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2. 设 互 是 一 条 双 曲 线 ， 了 是 互 的 焦点 ， 2a = d(s,s ) 是 
8.6.4 中 的 第 数 . 于 是 j 到 互 的 切线 74 互 上 的 垂 足 氮 4(g) 的 集 
合 构 成 了 一 个 以 五 的 中 心 为 心 ， 半径 为 a 的 圆 , 但 要 际 去 这 个 
圆 与 浙 近 线 的 交 扩 . 


3. 设 P 是 一 条 抛物 线 ，f 

是 其 焦点 ，L 是 其 准 线 . 于 是 

/ f 到 PP 的 切线 T,P 上 的 垂 足 点 

A /。 的 集合 构成 了 在 PP 的 项 挟 s 
SN +/ 处 的 切线 , 它 与 C 是 平行 的 . 

证 朋 对 1.: 如 在 

| 8.6.8.1 的 证 明 中 那样 , 对 g € 

BB, 现 考 察 三 角形 ff'f". 


二 是 媚 的 中 心 % 全 是 楼 足 点 11(q)， 于 是 按 射线 定理 
7 3 12, 有 d(o,ly(q)) = 一 三 = 
对 2. : 证 明 与 情形 1 相仿 pp 
对 3. : 利用 8.6.8.3 的 证 明 中 的 记号 ， 有 wy(g) = + 二 人 


其 中 je C. 现在 注意 ， 因 为 有 d(s,f) = ds,C)， 所 以 P 的 顶 上 
s 古 从 jj 到 在 C 上 的 垂 足 氮 的 线段 的 中 避 . 口 
” 宕 XS 6.10 设 f, 扩 是 欧 氏 平面 Eu 中 两 个 不 网 的 感 . 


有 椭圆 和 双 出 线 的 集合 alf. 1") = =2c>0. 这 个 枯 圆 和 双 曲 
线 可 按 下 法 予以 参数 化 : 


= {d(g, f) + d(g,f )=2Vc*—u;0< -vu}， 
Ha da fa/B 0 vee }. 


这 个 系统 的 主轴 和 次 轴 革 和 站 分别 锌 定义 为 += 通 过 f 和 产 的 
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直线 ，) = 过 此 系统 的 所 有 圆锥 曲线 的 公共 中 心 o= + 二 所 


2 

作 的 与 志 相 垂直 的 直线 . 

定理 8.6.11 考察 6u 中 具有 d(f,f') = 2c > 0 的 焦点 f,f 
的 共 焦 圆锥 曲线 族 {E, H,; (u,v) € (一 00,0) x (0,c*)}. 于 是 对 每 
点 gq € Eu, dgg&ktuUuD) 在 这 个 族 中 存在 恰好 一 个 椭圆 Eo) 及 恰 
好 一 条 双 曲 线 于,(o) 通 过 这 个 g 扣 .这 两 条 圆锥 曲线 的 切线 是 
彼此 正 交 的 . 

如 果 我 们 用 (zx,y) 来 记 Ew 的 关于 欧 氏 参照 系 (o,{d,e}) 的 坐 
标 ， 其 中 d 和 e 分 别 是 守 和 站 的 方 同 ， 则 坐标 轴 外 的 一 后 (zx,y) 
的 值 u(xz,y),v(z,y) 可 用 


来 确定 . 这 表明 : 这 四 个 不 同 的 后 ( 土 x, 士 y) 确 定 了 相同 的 (w,%) 
值 . 
用 对 应 


9 € Eu (XUY) mm (ul(qg),v(g)) € (—o00,0) x (0, c”) 


来 定义 所 谓 的 椭圆 坐标 . 

和 证明: 对 gq € Eu\ (XUY), 令 dl(g,f)+d(d,f’) 三 2vc2 一 1 
和 |d(q, f) 一 d(gq,f')| = 2vVe?* 一 v. 于 是 由 8.6.4, 椭圆 EB, 及 双 曲 
线 互 ,如 在 8.6.10 中 那样 被 定义 ， 由 8.6.8, 切线 区 EB 和 T 工 HH, 
是 从 f 到 g 的 直线 9jgo 及 从 到 g 的 直线 9po( 带 有 适当 的 定 
向 ) 的 角 平 分 线 . 这 样 的 角 平 分 线 是 相互 正 交 的 ， 这 是 因为 如 
果 9pg 及 9p'a 的 方 回 是 单位 癌 量 d,d', 则 它们 的 方 同 可 用 d++d 
及 d 一 4 来 生成 . : 
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z(u,v)* 和 vy(w,v)* 的 公式 得 和 目 所 定义 的 方程 


2 2 

, y 
b', = —— 二 1}; 
(st | 

2 2 
及 ={ 一 -二 =] 


c2 一 1) ?7) 


DD 
作为 下 一 定理 的 预备 ， 我 们 来 证 明 在 一 般 欧 氏 空 间 中 关 

于 球面 的 一 个 结果 . 
引 理 8.6.12 设 尼 是 一 个 n 维 的 欧 氏 空间 .考察 以 o € 


Eu 为 心 ， 半 生 为 p> 0 的 球面 So(o) = {d(p,o) = p}. 
现 如 ge Eu 人 至 o 的 距离 为 d(q,o) > p, 则 考察 超 平 面 


H=NH, ={reéEu;<r—g,o—-g>=|o-gl -pp’}. 


于 是 Sp(o) NKH 是 这 种 后 7 的 集合 ， 即 从 gq 到 7 的 直线 94+ 是 与 
球面 5*(o) 相 切 的 ， 换 言 之 ， ”是 直线 941 与 $b(o) 的 唯一 公共 


于 古 
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=|o—gl+<r—o,(0o—7)+(r—g)> 


=|o 一 9 一 六 


L 

我 们 来 回忆 圆锥 面 的 概念 : 

定理 8.6.13 设 Ew 是 一 个 3 维 欧 氏 空间 ，W 是 Ew 中 
的 一 条 直线 ， o €E W. {p € Ev;d(p,ly) = d(o,4,);l, = 从 p 到 W 
上 的 垂 线 的 垂 足 点 } 给 出 了 一 个 顶点 为 o, 张 开 角 为 =, 轴 为 W 
的 圆锥 面 K. 

证 明 : 对 Eu3, 我 们 选取 一 个 欧 氏 参照 系 (0, {ed 了}), 这 里 
f 是 W 的 方向 . 如 果 用 (z,y,z) 来 表示 由 此 所 确定 的 坐标 , 则 上 
述 天 的 方程 式 为 : 


{(z;,yz)ER ii z+ = 22}. 


这 是 在 8.2.6.2 中 的 标准 形式 下 圆锥 面 的 方程 . 因为 B= 7 = 1 
所 以 我 们 将 它 称 为 具有 张 开 角 为 = 的 圆锥 面 ， D 


于 是 ,我 们 现在 能 说 明 将 椭圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 称 为 “ 几 
锥 曲线 ”的 理由 . 

定理 8.6.14 设 K 是 网 氏 空 间 Ew? 中 的 一 个 圆锥 面 ， 其 
张 开 角 为 5, o 为 其 顶点 ，W 是 它 的 轴 


KK 与 一 个 不 含 项 点 o 的 平面 Exw? 的 交 K neEw, 按照 由 o 到 
Ew? 上 的 垂 线 L 及 轴 W 所 构成 的 角度 LZ(L,W) < ,= = 或 > 二 


4 
分 别 为 椭圆 、 抛 物 线 或 双 曲 线 . 
通过 平面 Ew* 的 适当 选取 ， 能 以 上 述 方式 表 出 合同 的 椭 
圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 的 所 有 的 类 . 
证 序 38.0.15 1. KnNeEwu 是 一 个 椭圆 已 . 设 s',s 是 巴 的 
顶点 ， 且 有 dl(s',o) > d(s,o). 所 集 {s',s,o} 生 成 了 一 个 平面 Ev *. 
于 是 在 Eu “中 的 三 角形 s'so 在 o 处 为 直角 .”s'so 的 内 切 圆 与 从 
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8 到 s 的 边 C 相 切 于 互 的 一 个 焦点 已 而 边 5 的 和 旁 切 圆 与 C 相 切 
于 另 一 个 焦点 f'. 设 五 5 分 别 是 内 切 圆 和 淮 切 圆 的 圆心 ， 半生 
分 别 为 万 = d(o,C) 和 Fp' = d(5',C) 的 所 谓 Dandelin 球 面 S5(5) 和 


S2,(o1) 与 Ew2 相 切 于 焦点 f 和 f'， 此 外 ， 这 些 球面 与 圆锥 KK 相 
切 于 圆 . KK 上 每 条 过 o 的 直线 与 这 些 圆 交 两 点 ， 它 们 之 间 具 


有 固定 的 距离 d(s', s). o 不 位 于 这 两 个 圆 之 同 . 


2. KN Eu 是 一 条 双 曲 线 玉 . 设 s',s 是 顶点 ， 且 dl(s',o) > 
d(s,0). {s,s,o} 生成 了 一 个 平面 su. 在 Eu 中 的 三 角形 s'so 
在 o 处 为 直角 .，s'so 关 于 连接 s 和 o 的 边 4 的 旁 切 圆 与 连接 s 和 
s 的 边 C 相 切 于 焦点 fs'so 关 于 连接 s 和 e 的 边 呈 的 黎 切 圆 与 
C 相 切 于 另 一 个 焦点 ff. 设 5 和 5 是 这 两 个 旁 切 圆 的 圆心 . 半 
径 分 别 为 = d(5, A) 和 Pp’ = d(o',8B) 的 所 谓 Dandelin 球 面 $5(o) 
和 S55.(0') 己 Ew 相 切 于 焦点 上 和 户 此 外 ， 这 些 球面 与 圆锥 
相 切 于 圆 . ”天 上 每 条 过 o 的 直线 与 这 些 圆 交 于 两 氮 ， 它 们 之 
间 具 有 固定 的 距离 d(s', s). o 位 于 这 些 圆 之 间 . 
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焦 上 后 . {5s, f,o} 生成 一 个 平面 Eu 目 sjo 是 这 个 平面 中 的 一 一 个 
在 s 处 为 直角 的 三 角形 . 8&w 与 天 相交 于 一 条 过 oo 的， 与 连接 
s,j 的 直线 C 平 行 、 且 相距 距离 为 d(s,o) 的 直线 . 令 d(ls,o) = 
+f=56. Dandelin 球 面 53 (0) 与 Ew* 相 切 于 焦点 f, 且 与 加 


维 太 相 切 于 一 个 圆 ， 这 个 圆 上 的 点 到 o 的 距离 为 二 > 由 8.6.12， 
这 个 圆 是 Ss (0) 与 一 个 平面 Eu* 的 交 ， Eu* nN Ew? 是 抛物 线 PP 
的 准 线 L, p 为 其 参数 . 


证 明 对 1.: a 个 椭圆 ， 这 里 2 位 于 一 个 
s,5' 是 它 的 顶点 ， 
且 有 d(f,s) < d(f,s"). 用 2 来 标记 过 /js gw 的 直线 在 Ev” 中 
定义 这 样 一 个 平面 Eu”, 它 是 由 C 及 过 F 的 、 与 垂直 的 直线 所 
生成 的 . 我 们 能 在 Eu“ 中 定义 一 个 在 o 处 为 直角 的 三 角形 s'so， 
有 目 具 有 性 质 ， 内 切 圆 55(5) 和 与 直线 C 相 切 于 上 


为 了 看 出 这 一 挟 ， 令 d(s,s') = |C|. 我 们 假设 d(s',o) > 
d(s,o), 且 令 dls',o) = |B|, d(s,o) = |4|. 于 是 点 s',s,o 对 应 于 在 
8.5.6 中 所 标记 的 点 ,5,c. 利用 那里 的 公式 ,我们 发 现 ,对 从 C 
上 的 内 切 贺 和 旁 切 圆 的 切 点 p。 和 .到 边 C 的 中 点 < 一 2 


2 
的 距离 d(pe, 2 二 ) = d(p。, 2 十) 的 值 为 一 二 人， 风 言 之 我 


们 已 经 放弃 | |CI 和 |B| 一 .4| 一 起 满足 al +|Bl* = |Cl". 由 
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B|=|A|+ (|B| -|4)). 


于 是 所 寻找 的 三 角形 s'so 的 存在 性 是 有 保证 的 . 

我 们 也 知道 ， 边 C 的 劳 切 圆 55,(o') 切 于 男 一 个 焦 操 f', 这 
是 因为 d(s',f') = dl(s,f). 现在 定义 在 Eu“ 中 的 直线 WW 为 三 角 
形 s'so 在 点 o 人 处 的 角 平 分 线 . 

用 天 来 记 Eue 中 的 顶 氮 为 o 轴 为 多 的 圆锥 .内 切 圆 和 和 劳 
切 圆 到 Ew 中 的 球面 的 扩张 55(00) 和 35(5) 与 天 总 是 相 切 于 一 
个 圆 ， 见 8.6.12. 如 果 9 是 KK 上 过 o 的 一 条 直线 (也 称 为 K 的 
母线 ), 且 r 和 7’ 为 9 与 这 些 圆 的 交点 ， 于 是 d(r,7') 与 9 的 选取 
无 关 . 于 是 为 了 确定 d(7,7'), 我 们 能 对 9 选取 通过 三 角形 s'so 
的 后 s 和 o 的 边 直 线 4A. 在 这 个 情形 下 ， .4 与 内 切 圆 相 切 于 切 
氮 po, 与 大 于 5C 的 劳 切 圆 相 切 于 po, 见 8.5.6 中 的 记号 ， 在 此 记 
号 下 , 我 们 的 s',s,o 分 别 与 那里 的 以 a,b,c 为 标记 的 点 相对 应 . 
于 是 利用 8.5.6 中 的 公式 ， 有 : 


我 们 现在 断言 ， KN Ew? = EB. 对 此 ， 我 们 证 明 : 


q E KNEv’ —> dl(g,f) +d(g,f') = d(s",s). (8.6) 


因为 8.6.4 所 以 这 时 有 天 meEu2 c EE， 但 因为 在 交集 中 每 个 
Cauchy 序 列 总 有 一 个 极限 ， 所 以 得 到 KN Eu?= EB. 
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对 于 (8.6) 的 证 明 ， 对 gq € K Nn Ew?, 考虑 天 的 生成 集 9， 
已 包含 9. 设 7,"' 分 别 是 9 与 55(5) 和 S55(o) 的 切 择 ,因为 55(o) 
和 S55,(0') 与 Eu 分别 相 切 于 了 和 户 , 所 以 由 8.6.124 及 我 们 上 述 
的 注意 ， 可 以 得 到 


d(q, f) + d(g,f')= d(g,7) + dl(g,r’) = d(s', s). 


对 2.: 设 瑟 是 平面 Eu* C Ew 中 的 一 条 双 曲 线 . 设 f,f' 是 仑 
们 的 焦点 ，s,s' 是 它 的 顶点 ， 且 有 d(f,s) < d(f,s'). 设 C 是 过 这 
四 点 的 直线 ，Ewu “为 与 Ew 在 C 处 正 交 的 平面 , 见 1. 我 们 寻找 
一 个 在 Eu“” 中 的 在 o 处 为 直角 的 三 角形 s'so, 且 d(s',o) > d(s,o)， 
其 关于 过 s 及 o 的 边 4 的 旁 切 圆 ee 月 其 关于 过 
s 及 o 的 边 六 的 旁 切 圆 与 直线 C 相 切 于 户 , 这 样 一 个 三 角形 的 存 
在 性 可 如 1. 那 样 得 出 . 
现在 考虑 三 角形 s'so 在 点 o 处 的 另 一 个 角 平 分 线 . 记 K 
为 以 WW 为 轴 ， o 为 项 后 的 一 个 圆锥 .所 谓 旁 切 圆 全 球面 55(o) 
和 35 (5) 的 扩张 总 是 分 别 与 天 相 切 于 一 个 圆 ， 与 平面 Ew 机 
切 于 FF 秋天 的 母线 9 与 这 两 个 圆 相 交 于 点 7,r"”， 且 距离 
d(7,7') = d(s,s') 雪 9 无 关 . 为 了 看 出 这 个 最 后 的 式 子 ,我们 用 
a bc 来 巷 代 ss,o, 而 且 用 8.5.6 中 的 这 些 公 式 及 记号 确定 的 距 
离 d(Da, pee) 为 


d(Pa,c) + d(c,B,) = |C| = d(a,b) = dl(s, s'). 


完全 类 似 于 1. 的 证 明 ， 在 应 用 了 两 个 相 切 球面 后 ， 现 在 
可 得 出 


q E KNEu’ =—> dl(g,f) — d(g,f") = +d(s,s’). (8.7) 


因为 交集 是 完备 的 ， 所 以 从 8.6.4 可 得 到 K NeéEw = HH. 
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对 3.: 我 们 限于 证 明 : 9e 天 mnE 缠 售 dl(q,f) = qd(q,C)， 
这 里 L = Eu*2n ew. 事实 上 ， 如 果 g 放 到 由 KK 所 生成 的 集合 9 
中 ， 则 球面 Sp(o) 与 9 相 切 于 圆 K N $$ (5) NEw*? 上 的 一 点 x. 


2 2 
于 是 d(q, f) = d(q,7). 设 人 是 9 在 Eur2? 上 的 垂 线 的 垂 足 点 . 于 是 


dq, 及) = 所， 这 是 因为 <(r 一 9, 故 -9) = .如果 1 是 a 到 直线 


guzneur2 上 垂 线 的 垂 足 点 , 则 1sql, 是 一 个 三 角形 , 它 在 必 处 的 
角度 为 ,在 ls 处 的 角度 为 二 . 因此 d(q,14) = V2d(q,44) = d(q,7). 


注解 8.6.16 ”在 8.6.15.3 中 我 们 已 经 用 准 线 ( 见 8.6.2) 
来 表示 一 条 抛物 线 的 特征 .在 8.6.2 中 我 们 也 已 借助 于 准 线 来 
表示 非 圆 的 椭圆 及 双 曲 线 的 特征 . 


现在 这 些 特 征 可 从 这 些 作为 与 圆锥 K 的 截 口 曲线 的 描述 
中 看 出 ， 如 我 们 在 8.6.15 中 已 经 做 过 的 那样 ， 辟 如 说 ， 考 虑 
Dandelin 球 面 52(5) 和 平面 Eu*?, 它 包含 了 圆 K nN 52(o). 按照 
假设 ， 如 平面 Eu? 与 K 的 交集 是 一 个 非 圆 的 椭圆 或 者 一 条 双 曲 
线 ， 则 平面 Ew 不 平行 于 Eu*?. 交集 Euz n Eu*? 正 好 是 圆锥 曲 
线 MEw 的 准 线 L. 


习 列 


1. 设 Ew 是 一 个 仿 射 - 西 空 间 ， 且 o :Ev 一 > 2 是 一 个 不 
等 于 恒 等 元 的 运动 ， 且 有 ooo = id. 证 明 o 是 一 个 镜 射 ， 即 存 
在 一 个 子 空间 8B C Eu, 使 得 op) = —(p— pp8)+ps. 在 这 里 pg 是 
从 p 到 8 的 垂 足 点 . 


(提示 6 是 o 的 不 动 点 集合 {2-2};p e Eu}) 


2. 设 纪 是 实 欧 氏 平面 ， 称 一 个 二 次 型 {x = 0} 为 椭圆， 


如 果 在 二 次 图 数 Xx 的 表示 
X(p) 三 VD 一 opD 一 oj 二 21opD 一 oj 十 X(o) 


下 ， 对 称 双 线 性 型 是 正定 的 ， 即 对 所 有 z 关 0, 有 W%(z,z) > 0 
特别 地 ， 当 =< ,> 时 ， 则 亦 称 此 时 的 椭圆 为 圆 . 

(a) 证 明 : 如 果 {x = 0} 是 椭圆 ， 且 wp :Ew 一 > 2 是 任 一 仿 
射 变 换 ， 则 {xew=0} 还 是 一 个 椭圆 . 

(b) 对 每 个 椭圆 {x = 0}, 存在 一 个 仿 射 变换 yp : Eu 一 ? Eu 
使 得 {x ow = 0} 是 一 个 圆 . 


3. 设 abc 是 欧 氏 平面 中 的 
个 三 角形 . 证 明 :; 恰好 存在 
一 个 精 加 它 与 三 三 角形 的 亏 条 


边 在 各 自 的 中 乓 a = € 


+ 0 ec- a++b 


A,b' = EC 


相 切 . 

(提示 : 首先 考虑 一 个 三 角形 ， 其 椭圆 的 存在 性 是 显然 的 . ) 

4. 考察 及 中 二 次 型 的 区 久 氏 标准 形 . 在 什么 条 件 下 可 确 
定 一 个 (n 一 1) 维 的 二 次 型 ? 

(至 少 确 定 R 中 的 类 型 为 外 的 全 于 ) 

汪 : 如 果 存 在 着 一 个 超 平面 ， 使 得 一 个 二 次 型 在 该 超 平 
面 上 的 正 交 投影 是 一 个 内 部 为 非 空 ;的 集合 ， 则 称 此 二 次 型 为 
(n 一 1) 维 二 次 型 . 

95. 在 R" 中 关于 瓜 zo €E R" 及 虹 为 PP 的 反 演 1z0,p 是 用 


[cp :及 \ {xo} —R' \ {zo}; Tm Op 
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(a) 到 ,的 不 动 点 是 球面 {z e R";|z - zol = p), 今后 我 们 
也 把 关于 以 zxo 为 心 ， 半 径 为 p 的 球面 的 反 汗 记 为 To 
(b) lio,p 2 lio,p 一 1d. 


(d) 包含 ro 的 球面 {2 E R";|z 一 z1| = 0} 在 156,p 下 被 映 至 
一 个 以 zl 一 Xz0 为 法 同 量 的 超 平面 . 

6. 天 于 球面 {22 十 十 (z 一 1)*? 三 2 的 反省 将 除去 点 (0,0, 了 
的 球面 {2 十 十 2* = 1} 映 至 平面 {z = 0}. 这 是 球 极 投影 . 证 
明 : 这 时 球面 S$? 上 的 除去 点 (0,0,1) 的 圆 ( 它 是 52 与 平面 或 者 
球面 的 交 ) 被 映 至 {z = 0} 上 的 一 个 圆 . 

7. 对 下 列 集合 导出 其 “esse 标 准 形 ， 


(a) 2 +4ry—2=0; 
(b) 4zy 十 z2 一 1=0; 


这 里 a > > 0 入 > -a’, 和 A 入-b. 

(a) 在 这 个 族 中 有 多 少 个 通过 点 (zoyo) € R? 的 二 次 曲 
线 ? 

(b) 证 明 : 如 果 有 两 个 这 样 的 二 次 曲线 ， 则 在 交点 (zo, yo) 
处 这 两 条 二 次 曲线 是 正 交 的 . 
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渤 : 设 (zo,yo) E Qu( 和 ). Qu( 和 ) 在 (zo,yo) 处 的 切线 是 直线 


TTO y YO 
ta 十 052 十 入 = 1}. 


要 去 证 明 : 如 果 (zo,yo) se Qu(A1) ne@u(Xz), 和 Xi 关 和 2， 则 这 两 条 
二 次 曲线 在 这 点 的 切线 是 正 交 的 . 

10. 对 R"* 的 相应 的 习题 : 

讨论 欧 氏 R” 中 的 一 族 二 次 曲面 


其 中 a >b>c>0, 和 A 和 A> -a’, 和 A —b,—c’. 

(a) 在 此 族 中 存在 多 少 个 二 次 曲面 , 它们 是 通过 一 个 给 定 
的 点 (zo,yo,zo) ER*? 

(b) 证 明 : 如 果 存 在 三 个 这 样 的 二 
所 (zo0,yo,20) 处 ， 它 们 的 切线 两 两 正 交 . 

尘 : 在 (zo, Vo,20) E Qu( 入 ) 处 的 切 平面 是 用 


{ 炎炎 0 yyY0 ZZ0 — 1) 
XT b> 二 + 入 TX 


次 曲面 ， 则 在 它们 的 交 


给 出 的 . 
11. 考察 在 欧 氏 平面 及 中 的 一 个 1 维 的 二 次 曲线 


{W(z,zZ) 十 20(zZ) 十 7 三 0 
这 个 二 次 曲线 在 点 zo 处 的 切线 定义 为 
{ty(zzo) + Uz) + (zo0) 十 了 三 0 


(a) 证 明 ， 如 果 yo e R“ 不 位 于 二 次 曲线 上 ， 则 通过 点 w 
至 多 存在 两 条 二 次 曲线 的 切线 . 
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(b) 考察 一 个 椭圆 ， 对 哪些 点 yo e R2 可 使 得 不 存在 、 存 
在 一 条 或 两 条 通过 点 的 切线 ? 作 图 ! 

(c) 对 双 曲 线 研究 此 问题 ， 作 图 : 

(d) 对 抛物 线 研究 此 问题 ， 作 图 | 

1]2. 考察 n 维 欧 氏 空 同 中 的 不 位 于 一 个 超 平 而 中 的 n+ 1 
个 点 pi1,… ,pn+t1. 证 明 : 恰好 存在 一 点 o, 使 得 d(o,p1) = 
io po), 即 恰好 存在 一 个 球面 ， 它 包含 了 这 十 1 个 点 。 

( 特殊 情形 : 通过 欧 氏 平面 中 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ， 正 
好 有 一 个 圆通 过 . ) 
”13. 给 出 欧 氏 平面 中 两 点 p,q 以 及 一 个 实数 入 > 0， 且 有 
d(p,q) < 入 证明: 与 以 pz 为 圆心 ， 半 径 为 入 的 圆 相 切 ， 并 通过 
q 的 圆 的 圆心 构成 了 一 个 椭圆 ， 并 确定 这 个 椭圆 的 欧 氏 标准 形 


14， 考 察 一 个 欧 氏 平面 中 
的 一 个 三 角形 abc ( 即 点 a,b,c 不 
共 线 ), 4, B,C 是 三 条 边 , 且 |4| = 
d(c,b) = |c -= bl,|B| = dla,c) = 
a -ol,|C| = dla,b) = le- 中 表示 
边 长 . 仿 P = [AI+IBI+IC| 设 


2 
， ha = d(a, A) 是 三 角形 边 人 4 上 的 高 . 
证 明 : 三 角形 的 面积 = F(a,b,c) 是 由 


给 出 的 ， 这 里 5 是 内 切 圆 的 半径 . 
15. 证 明 : 对 每 一 个 三 角形 abc, 不 等 式 
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成 立 ， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 三 角形 abc 为 等 边 三 角形 . 

16. 给 定 欧 氏 平面 中 的 一 个 是 的 四 点 形 abcd, 即 在 平面 的 
适当 和 定 问 下, 定 问 外 角 a = 人 (a-d,b 一 a) 等 等 均 < 7”. 证明: 平面 
中 正好 存在 一 点 zx, 使 得 图 数 z -人 lz 一 al 二 lz 一 可 二 lz 一 cl 十 lz 一 d 
达到 最 小 . 


17. 设 abcd 是 欧 氏 平面 中 的 一 个 凸 的 四 点 形 . 试 确定 
个 正方 形 a'beq', 使 它们 的 边 通过 上 述 四 点 ， 注 意 ， 这 并 不 是 
对 所 有 的 a,b,c,d 都 是 可 能 的 . (提示 : 首先 试 确定 此 正方 形 的 


对 角 线 wec': 它 与 以 45 为 心 ， 半 径 为 -= 全 的 贺 交 于 a 而 


且 它 与 不 包含 a 的 从 4d 到 a 的 圆 弧 的 中 点 相交 . ) 

18. 考察 一 个 三 角形 abc 及 一 个 与 这 些 顶 点 不 同 的 点 p. 设 
9。 0s, 9. 是 从 p 到 这 些 顶 点 的 连 线 . 如 果 现 在 直线 9', 9;, 9' 
分 别 通 过 a,b,c, 使 得 


A(C, 96) = ZL( 9',B): 


L(A, 96) = ZL( 9,0): 
ZA(B, 9.) = A( 9., 4), 


则 9', 9', 9' 交 于 一 点 p' (这 是 三 条 角 平 分 线 交 于 一 点 的 定理 
的 推广 ). 
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定理 的 证 明 是 利用 直线 镜 射 : 我 们 用 va,cs,cc 来 记 关 于 
Ah, B,C 的 镜 射 ， 且 用 o6,o6,oc 来 记 关 于 9。。 9 9 的 镜 射 ， 用 
04) 0 0 rc 来 记 关于 9。 95， 9 的 镜 射 . 于 是 假设 cv = oBoaoc; 
of = acobo4i ol = oa4ocaB 表 明 :， cooscc 是 一 个 直线 镜 射 . 要 
利用 关于 三 条 不 平行 的 直线 的 直线 镜 射 的 滋 积 仍 是 直线 镜 射 
的 充 要 条 件 是 这 三 条 直线 交 于 一 点 . 


9，( 难 题 ): 设 abc 是 一 个 三 角形 ， 对 三 角形 内 部 ( 它 是 
上 .和 及 给 定 的 边 所 构成 的 开 的 正和 形 的 六 中 的 每 


这 里 刀 是 从 到 边 4 的 垂 足 点 ， tB,tc 类似 定义 . 
角形 时 等 号 成 立 . 


仅 当 等 边 三 
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我 们 要 对 一 个 维 数 >1 的 辐 量 空间 去 构造 射影 空间 刀 = 
P(V). V 的 (线性 ) 子 空间 U 在 P(V) 中 诱导 了 一 个 射影 子 空间 

P(U0), 且 线 性 群 GL(V) 诱 导 了 PP 的 射影 变换 群 Pro(P). 

在 历史 上 , 射影 空间 的 概念 有 其 起 源 ， 人 们 和 名望 对 一 个 念 
射 平面 通过 添加 所 谓 非 实质 点 或 无 限 远 点 而 得 以 扩张 , 使 得 平 
行 的 、 但 又 不 相同 的 直线 在 扩张 中 总 会 有 一 个 交点 . 一 般 地 ， 
应 该 得 出 : 一 个 空间 4A 中 满足 dim B- codim B’> A 
仿 射 子 空 间 B 和 在 扩张 成 为 一 个 射影 空间 后 ， 总 会 有 一 
维 数 > dm 巨 - codim B' 的 子 空间 作为 它们 的 交集 . 我 人 
将 在 9.2 中 进一步 讨论 这 种 扩张 . 


在 本 中 我 们 将 导入 射影 空间 P(V) 的 重要 的 性 质 . 了 应 

当 永远 是 有 限 维 的 , 不 过 我 们 在 这 里 注意 , 在 后 文中 也 有 相当 

一 部 分 是 没有 这 个 假设 的 ， 站 的 基 域 天 可 以 任意 选取 ， 五 应 

当 总 是 交换 的 .人们 当然 也 能 考虑 在 非 交 换 的 域 和 天 上 的 网 量 

空间 和 射影 空间 ; 但 下 面 的 结论 将 不 会 全 部 成 立 ， 故 基于 这 一 
反 ， 我 们 放弃 作 这 样 一 般 化 的 推广 . 


定义 9.1.1* 1. 设 V 是 K 上 的 一 个 向 量 空间 ，dimV > 0 
所 谓 V 上 的 射影 空间 P = P(V) 是 指 V 的 1 维 子 空间 的 集合 . 


也 称 一 个 这 样 的 子 空间 为 P(V) 中 的 一 上 扣 .。 P(V) 的 维 数 定义 
为 dm VV 一 1. 


” 译 者 注 : 在 定义 9.1.1 中 应 该 由 加 上 射影 空间 P = P(V) 的 (射影 ) 子 各 
间 的 定义 ， 所 谓 P(V) 的 (射影 ) 子 空间 LL 是 措 存在 V 中 的 一 个 子 空间 U, 使 得 
C = P(U). 
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空间 人 为 直线 ， 称 其 4 
空间 P(Z) 有 余 维 数 


为 1. 也 称 这 样 的 子 空 x 间 为 (射影) 起 平 面 

例 9.1.2 设 V 是 一 个 (n++1) 维 欧 氏 向 量 空 间 . 用 S(V) 
表示 并 维 球面 : S(V) = {xz EV;|z| = 1}. 对 V 的 每 一 个 1 维 子 
空间 U, 在 UNS(V) 中 正好 存在 两 个 元 素 ，z 和 一 z. 它们 是 U 
的 一 个 欧 氏 其 的 元 素 ， 由 此 P(V) 能 恒 同 于 S(V) 上 所 谓 对 径 点 
的 偶 {z, 一 xz} 的 全 体 . P(V) 中 的 每 一 条 直线 P(V) 对 应 于 一 个 
大 圆 S1 Cc S(V), 即 交 集 S(V) NnU. 这 里 对 径 点 被 看 成 是 恒 同 
的 . 


首先 指出 : 射影 空间 的 结构 在 有 些 方面 要 比 仿 射 空间 的 
结构 来 得 简单 ,下 列 的 维 数 公 式 就 说 明了 这 一 点 . 将 它 与 仿 射 
空间 的 相应 公式 7.1.13 作 比较 . 
定理 9.1.3 设 L 和 L' 是 P=P(V) 的 子 空间 .于 是 


dm (CnC)+ dm (C+C)= dim£L+ dm C 


这 里 C= P(DV), 乙 =P(ID CnC = P(UNU), C+C = P(U+U,) 
和 U+U’= [UV UU. 
证 明 : 这 可 从 2.6.9 立 即 得 出 ， 我 们 只 需 对 其 和 式 中 的 每 


一 项 减 去 1 即 可 . 口 
系 9.1.4 者 dim L+ dmC > dim PP, 则 


dm (£NL’)= dmc+ dm £’- dm (C+C)>0， 


RLNL’ 0. 口 


现在 我 们 来 讨论 射影 空间 的 态 射 . 如 同 对 仿 射 空间 那样 ， 
我 们 不 考虑 一 般 的 态 射 , 而 是 仪 考虑 由 所 属 的 向 量 空 间 的 态 射 
所 诱导 的 那 种 态 射 . 

定义 9.1.5 
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1. 设 V 和 VV 是 K 上 的 维 数 相 同 的 疝 量 空间 ， 称 映射 
TT: P=P(V) oP = PV') 


是 射影 的 ， 如 果 存 在 一 个 线性 同 构 f :V 一 V', 使 得 VV 的 1 维 
子 空间 U0 的 象 x(U0) 是 由 f(0) 给 出 的 . 于 是 我 们 也 用 PP(f) 去 标 
记 这 样 的 7. 

2. 特别 当 V=V' 时 ， 则 P= P', 于 是 我 们 也 称 射影 映射 
T :万 一 三 为 射影 变换 ， 记 刀 的 射影 变换 的 集合 为 Pro(). 

3. 设 V 是 一 个 同 量 空间 ， 所 谓 V 的 一 个 相似 变换 是 指 映 
射 Po :TV 一 Tizrm az 这 里 aw 关 0 是 五 中 的 元 .我们 把 站 的 相 
似 变 换 的 集合 记 为 HT(V). 

引 理 9.1.6 

1. V 的 相似 变换 的 集合 构成 了 GL(V) 的 一 个 子 群 ， 借 助 
于 ja 一 oa 它 是 同 构 于 天 *. 

2. Pro(P) 是 马 的 双 射 群 Perm (P) 的 子 群 ， 我 们 称 它 为 
PP 的 射影 变换 群 。 上 映射 


P:f eGL(V)» P(f)€ Pro(P) 


证 明 : 对 1.: hh = hy 和 h-1 二 hh -1 是 显然 的 ， 且 由 
此 叉 可 得 出 :hs Ee HT(V)DaeK* 是 一 个 群 同 态 

对 2.: 由 f € GL(V) 可 得 出 P(f) € Perm (Pp). 因为 
(f :fF)(UV0)=f(fF'(0)), PT 有 PDP(f :f°)=P(f):P(F). P(f) = 1dp 
意味 着 f 将 V 的 每 一 个 1 维 子 空间 U0U 变 至 自身 . 当 dim VV =1 
时 ， 则 有 HT(V) = GL(V). 对 dm V > 1, 考虑 万 中 两 个 线性 
无 关 的 元 素 {fz,z'}. 于 是 由 P(f) = idp 得 出 : 


这 里 a， Q: ) b@zA0. 于 是 B(x 十 z) 一 aZ 十 QZ Bla=a = 7. 其 
余部 分 可 从 1.4.12 得 出 . 口 


定义 9.1.7 


1. 设 U 是 V 的 一 个 1 维 子 空间 ， Uo 
个 点 . 所 谓 P(Z) 的 一 个 射影 坐标 或 齐 性 坐标 ， 是 指 了 的 一 
生成 元 x. 

2. 所 谓 n 维 射影 空间 P= P(V) 的 一 个 射影 参照 系 Q, 是 
指 具 有 下 列 性 质 的 (n 十 2) 个 点 {90,q1,… ,qn,e} : 9; 具有 章 次 从 
标 b;, 使 得 B = {bo,… ,bn} 是 V 的 基 , 且 》,b; 是 e 的 齐 次 坐标 . 


称 B 为 从 属于 Q@ 的 基 ，e 是 @ 的 单位 后 . 


注解 9.1.8 1. 名 称 “ 齐 次 坐标 ”起 源 于 可 以 用 z, 也 可 
以 用 az, a 关 0, 作为 点 PE 的 齐 次 坐标 . 


2， 对 P(V) 的 射影 参照 系 @ 的 设 定 等 价 于 具有 下 述 性 质 
的 (nn 十 2) 个 点 {po,… ,pnypn+i} 的 设 定 ， 如 果 z; 是 p; 的 齐 次 从 
标 ，0<i<ni+t+l1， 于 是 每 (n+ 1) 个 这 样 的 zi 构成 了 V 的 一 组 
基 . 于 是 人 们 能 号 zn+1 = 二 aizi) 且 a; 关 0,0<i<n. 于 是 


b; 二 ai2i 是 pi 的 坐标 ， 这 正 是 作为 一 个 射影 参照 系 所 需要 的 . 


引 理 9.1.9 。 设 @= {go,… ,qn,e} 是 P=P(V) 的 射影 参 
照 系 . 于 是 从 属于 的 基 能 被 确定 到 直至 V 的 一 个 相似 . 


存在 a * 0, 使 得 吕 包 7b 即 Fe ~ oi)b = = 0, 于 是 对 所 有 
0<i<n,a;=a. 加 
对 照 于 7.2.9, 有 : 


定理 9.1.10 设 P=P(V) 是 V 上 的 射影 空 s 间 ， dim P = 
n. 利用 P 的 射影 参照 系 Q = {qo,… ,gn,e}, 定义 了 一 个 射影 同 
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构 
To :P(V) 一 P(K"™+'). 


而 且 1 维 子 空 间 U = [z] 与 元 素 [于 Bp(z)] 相 联系 ， 这 里 是 从 属 
于 Q@ 的 基 . 
证 明 : 按照 9.1.9 , 妃 能 被 确定 到 至 多 只 老 一 个 相似 je. 令 
h,.(B) = aB. 于 是 Eup(z) = az] = [zl. 
对 照 于 7.2.10, 有 : 
定理 9.1.11 设 Q = {q……，,qe} 是 刀 的 一 个 射影 参照 


系 . 
1. 射影 变换 7 :PP 一 也 把 射影 参照 系 8@ 变 至 射影 参照 系 
Q’ = {T(qo)…… ,7T(qn), 7(e)}. 
2， 如 果 8%' = {gq6,… ,qn,e'} 是 关于 PP 的 一 个 任意 的 前 述 
的 别 影 参照 系 ， eT" 它 将 @ 变 至 Q- 
= {bo,… on 7 是 V 的 一 个 从 


对 2.: 设 B 和 B' 分 别 是 V 的 从 属于 射影 参照 系 @ 和 8 的 
基 . 用 f(B) = B' 定 义 f € GL(V). 于 是 P(f) 将 @ 变 至 8'. B 
和 B' 仪 被 确定 到 相差 一 个 相似 ， 妈 f 认 仅 窜 确定 到 相差 一 个 
相似 .按照 9.1.6, 它 属于 核 ker {P :GL(V) 一 Pro(P(V))}. 口 


9.2 仿 射 空间 的 射影 扩张 


现在 我 们 对 站 上 的 一 个 仿 射 空间 .4 = 4( 太 定义 它 的 射影 
扩张 4UP-(4), 即 我 们 在 4 中 补 入 它们 的 所 谓 非 实质 后 或 无 
限 远 后 的 集合 Poo(A). Pu(4) 具 有 射影 空间 的 结构 ， 而 且 典 范 
地 同 构 于 P(V). 同时 对 4 的 每 一 个 仿 射 子 空间 8 可 借 此 定义 
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它 的 射影 扩张 BU Po (B). 

这 个 射影 扩张 AU P(A4) 携 带 了 一 个 和 对 影 空 间 P(V') 的 缩 
构 ， 这 里 dm VV= dim V+1, 在 P(V') 中 ， 子 空间 P(V) 是 
突出 的 . 与 仿 射 空间 的 结构 相 比 较 , 对 影 空间 具有 上 比较 简单 的 
结构 的 原则 一 一 特别 地 ， 可 参见 维 数 公 式 9.1.3 一 一 一 于 是 能 
锌 应 用 到 对 仿 射 空间 的 研究 . 

我 们 用 Pappos-Pascal 定 理 和 Desargues 定理 作为 例子 
来 表明 这 一 点 . 
定义 9.2.1 设 4A= A(V) 是 V 上 的 一 个 仿 射 空间 . 所 
谓 .4 的 一 个 非 实质 点 或 无 穷 远 点 ， 是 指 4 的 一 族 平行 直线 ， 
见 7.1.16. 称 这 些 非 实质 点 的 集合 为 4 的 非 实质 的 射影 空间 

P(A). 

上 述 所 导入 的 记号 可 通过 下 述 命题 而 得 到 阐明 : 

命题 9.2.2 设 A 是 V 上 的 一 个 仿 射 空间 . 于 是 P(A4) 
是 典范 地 双 射 于 V 上 的 射影 空间 P(V). 

证 明 : 4A 的 一 个 非 实 质点 ， 即 4A 中 一 族 平行 直线 ， 它 一 一 
对 应 于 这 些 了 二线 的 公共 方 同 (= VV 的 1 维 子 空 s 间 ). 但 是 一 个 这 
样 的 方 同 是 P(V) 中 的 一 个 扣 . 口 

注解 9.2.3 没 8 是 A A(V) 的 一 个 子 空间 ， 于 是 亦 定 
义 P66.(B) 为 从 属于 8 的 平行 直线 的 类 的 集合 ,如果 Up 是 8 的 
方 品 ， 则 Pw (8) 也 典范 地 同 构 于 P(Ug) C P(V). 

引 理 9.2.4 设 A4= A(V) 是 仿 射 空间 . 每 个 仿 射 变换 
$$ € Af (A) 诱导 了 P(A4) 的 一 个 射影 变换 ， 记 为 Po (9). 


pp € Aff(A) > P(g$) € Pro(P, (A)) 


是 一 个 群 态 射 . 

我 们 将 这 个 态 射 的 核 记 为 Di(A), 并 称 其 中 的 元 素 为 膨 
胀 . 群 Dil(.4) 由 平移 和 相似 所 生成 . 平移 构成 了 Di(4) 的 一 个 
不 变 子 群 . 
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注解 9.2.5 1. 人 1.5 中 已 首次 对 癌 量 空间 站 奸 
出 了 相似 的 概念 . 对 于 仿 射 空间 ， 我 们 把 仿 射 变换 p 理 解 成 : 
j 是 一 个 相似 . 

2. p 是 4 的 一 个 膨胀 是 指 ， yp 把 4 的 每 条 和 直线 9 变 全 与 
其 平行 的 直线 ， 这 是 因为 这 正好 表明 了 : 9 和 ww( 9) 具 有 相同 
的 方 问 . 

9.2.4 的 证 明 : 考虑 群 态 射 的 复合 


pe Aff (A fs eGL(V) DP(f,) € Pro(P(V)). 


P(fo) 正 好 描述 了 从 fo 到 V 的 1 维 子 空间 上 的 运算 1 于是， 也 
是 平行 直线 类 上 的 运算 ， 即 P(jn) = Pu(o). 特别 地 ， 由 此 证 
明了 P: Aff (A) 一 Pro(Pw(A4)) 是 一 个 群 态 射 ， pe ker 刀 意 


际 着 如 e HT(V), 见 9.1.6.2. 于 是 


Plp) = alp — 0)+ 9p(0) = (9p(0) 一 9 二 ap — 0)+o, 
即 2 是 一 个 相似 与 一 个 平移 的 复合 . .4 的 平移 群 是 映射 


Pp EDi(APaEKR 


的 核 ， 这 里 a 是 用 f= ho 来 确定 的 . 口 
定理 9.2.6 设 V' 是 维 数 n+ 二 1 > 1 的 向 量 空间 ， 是 
一 个 n 维 的 子 空间 . 于 是 射影 空间 P(V') 以 及 它 的 子 空间 P(V) 
具有 V 上 仿 射 空间 4 = A(V) 的 射影 扩张 4LUPu(4) 的 结构 . 
这 里 Poo(A) 对 应 于 子 空间 P(V), 而 4 对 应 于 和 补 P(V') \P(V) = 
P(V' 必 \V), 而 且 , 以 下 列 方式 在 V' 上 选 一 个 线性 形式 1!:V' 一 K， 
使 得 ker ! = 了. 于 是 对 每 个 ye V, 确定 了 一 个 所 谓 模 截 
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yt 是 GL(V') 中 的 一 个 元 素 ， 且 ytlv = idv. 由 此 ， 对 所 考虑 
的 元 素 y eV , 我 们 用 P(yi)IP(V'\V) 来 定义 一 个 映 瑞 


yY :P(V’' \V) = P(V’ \V). 


即 对 zeEV'\V, 有 y+[z] = [i(z')y + 

按 此 方法 ，y eV 作为 平移 个 作用 在 集合 PV \V)LE 
使 得 P(V'\V) 成 为 一 个 仿 射 空间 4 = A(V). 
性 形式 1 的 选取 有 关 . 如 果 我 们 今后 将 它 记 为 A, 且 用 .4 去 记 
信 助 于 形式 上 = a- 世 所 定义 的 仿 射 空间 ， 则 相似 ja :VV 二 VV 
诱导 了 从 4 到 .4 上 的 一 个 仿 射 同 构 . 

如 此 典范 同 构 于 .4 的 类 定义 了 仿 射 空间 P(V'\TV), 我 们 
也 把 它 记 为 .4. 

证 明 : 显然 yi 是 线性 的 ，(-y)7 是 道 元 素 , 则 yi € GL(V'). 

如 果 我 们 选 线性 形式 1, 使 得 ker 1! =V, 则 P(V'\ TV) 的 每 点 唯 
一 确定 了 在 {1= 1} 中 的 齐 次 坐标 ze V'\V. yi 将 集合 人 = 常 
值 } 变 至 其 自身 . 特别 地 ， 好 在 人 =1} 上 以 z' y+z' 的 方式 
作用 着 . 这 表明 {1=1} 具 有 V 上 的 一 个 仿 射 空间 A 的 结构 . 

现 设 a-il=1, ho :V' 一 V' 是 相似 z' 局 az'. 于 是 我 们 有 


由 此 我 们 能 把 P(V'\V) 想 象 为 VV 上 的 射影 空间 4A. 按 9.2.2, 能 
志 P(V) 和 恒 同 的 空间 Poo(4) 现在 能 作为 4= P(V\V) 在 P(V') 
中 的 补 集 出 现 . 口 

在 9.2.6 中 我 们 已 经 对 VV 及 它 的 余 维 数 为 1 的 子 空间 V 构 
造 出 一 个 仿 射 空间 A(V) 及 其 非 实 质 的 空间 Po(A(V)). 现在 我 
们 要 指出 ， 对 了 上 一 个 给 定 的 仿 射 空间 4, AU Poo(4) 本 质 上 
典范 地 同 构 于 一 个 这 样 的 PVA\V)UPLV) 
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定理 9.2.7 设 4 是 V 上 的 仿 射 空间 . 设 姓 是 一 个 四 量 
空间 ， 它 包含 了 作为 其 余 维 数 为 1 的 子 空间 V. 选 定 了 o€ 4 
及 z6 EV'\V 以 后 ， 就 可 确定 一 个 双 身 


久 一 X(o, Z0) :AU Po (A) 下 P(V'), 


使 得 xl 4 是 一 修 与 仿 射 空间 PVA 人 人 妇 ) 的 仿 射 同 构 ， 且 Xi|P_ (4 
是 一 个 与 P(VY) 的 典范 恒 同 ， 见 9.2.2 

当 X, Xx 是 两 个 上 述 类 型 的 双 射 . 于 是 x4 4 = xo fii, 且 
f :A 一 4 是 一 个 膨胀 . 

定义 9.2.8 ”我 们 称 这 样 定 义 的 射影 空间 4LUP。( 4) 为 4 
的 射影 扩张 同时， 对 4 的 每 一 个 仿 射 子 空间 8, 定义 了 射影 
扩张 BUPw(B). 这 里 P-(B) 是 Pu-(4) 的 一 个 射影 子 空间 . 

延明 : 用 z6 EV'\V 确定 了 一 个 线性 形式 !, 它 满足 中 v = 
0，!(z0) = 1.。 按照 9.2.6, {1 = 1} 是 V 上 的 一 个 仿 射 空间 44. 
o € A 的 选 法 确定 了 一 个 仿 射 双 射 x = x(0,z0) : 4 一 41, 使 得 
pm (p 一 0) 十 z60. 如 在 9.2.2 中 那样 ， 将 x 扩张 到 P(A) 上 去 . 

如 果 o'€ A, zi EV'\V, 可 用 (az 人 = 1 去 确定 a. 考察 膨 


于 是 八 们 发 现 ， Xx = x(o',7z0)|4 : X'(p) = Xo f(p)， 最 后 注意 
到 按照 9.2.4, 对 膨胀 f, 成 立 Poo(f) = 1d. 口 
补充 9.2.9 考虑 VV 上 的 一 个 仿 射 空间 4 和 和 它 的 射影 打 


张 4UP-(4). 4 的 一 个 仿 射 参照 系 P = {po,pi,… ,Pn} 可 按 如 
下 方式 确定 了 一 个 出 影 参照 系 @: , 


现 如 p= > aiz 是 4 中 的 一 个 点 ， 其 中 0 0 oi 二 1， 则 
(1,aqi,… ,Qan) 是 p 关 于 Q@ 的 齐 次 坐标 .ee 有 坐标 (1,1,… ,1) ( 今 
后 称 它 为 单位 点 ) 而 Poo(A) 中 的 点 具有 形 如 (0, Bi1,… ,Bn) 的 
坐标 . 


征明 
p = 3 = Dp — po) + po = Dot + bo 
i=0 
{b1,… ,bn} 是 VV 的 基 . D 


在 9.2.4 中 我 们 已 经 用 Poo(y) = P(fo) 把 ee Afi (4) 扩 
张 成 P(A) = P(V) 的 一 个 对 影 变 换 . 我 们 用 下 述 引 理 来 补充 
这 个 绪 果 . 

引 理 9.2.10 考虑 A = A(V) 的 射影 扩张 AU P(A). 
AUPoo(4) 的 射影 变换 的 群 Pro(AUPo(A)) 具 有 一 个 与 念 
射 变换 群 A 任 (A) 同 构 的 子 群 . 它们 正好 是 这 样 的 射影 变换 ， 
即 变 P。(-4) 至 其 目 身 . 对 这 样 的 r, 有 


P(Tr| A)= 7| P(A). 


证 明 : 按照 9.2.7, 我 们 能 将 AU P(A4) 恒 同 于 P(V'), 将 
P.,.(A) 恒 同 于 P(V), V 是 V' 的 一 个 余 维 数 为 1 的 子 空间 . 

考虑 7 = P(f'),f'€ GL(V'). POP) P(V) 将 P(V) 变 至 其 
自身 中 ， 这 意味 着 f= f'1 Ve GL(V). 通过 与 一 个 适当 的 相似 
相 乘 ， 我 们 能 得 出 : 对 所 有 z' EV', 有 f(z') 一 z' eV. 即 如 果 
我 们 固定 一 个 zo6o EV'\V, 则 对 z EV, 有 


f (zot+z)— f(zo)= f(z); f(z0o)—zo=aEV. 


BP(f)| P(V'\V) 是 一 个 仿 射 变换 gp, 它 是 用 p(o) = ato, fp = 
来 给 出 的 . 


因为 这 里 a eV 和 fe€ GL(V) 能 任意 预先 给 定 ， 所 以 每 个 
pe Af (A) 可 用 一 个 适当 的 fe GL(V') 来 表示 . 


最 后 注意 : 利用 前 面 所 寻 入 的 记号 ， 有 


Perl = Pu(p) = P(f) = P(F'IV) 
= "IP(V) = 7|Poo(A). 


图 


在 9.2.0 和 9.2.7 中 我 们 已 经 指出 ， 仿 射 空间 的 射影 扩张 
4U7P-(4) 是 射影 等 价 于 一 个 射影 空间 P(V')， 在 扩张 中 具有 


特色 的 子 空间 Pw(A4) 这 时 对 应 于 P(Y) 中 具有 特色 的 子 空 间 
P(V). 


我 们 现在 要 利用 此 关系 ， 从 仿 射 平面 的 两 个 基本 定理 去 
导出 射影 平面 的 基本 和 定理. 


首先 ， 我 们 来 证 明 Pappos-Pascal 定 理 (射影 形式 ). 对 
于 其 仿 射 形式 ， 可 参见 7.3.16. 


定理 9.2.11 设 9, 9' 是 射影 平面 中 的 两 条 直线 ， 而 且 
有 9Nn 9 = f{o}. 设 pipz,ps 是 在 9\ {0o} 上 的 三 个 不 同 的 点 ， 
21,D2,D4 是 在 9'\ {fo} 上 的 三 个 不 同 的 点 ， 于 是 


gpipy 有 gpamy 一 {P2 上 
OQ pap’ [1 9pipy 一 {ps}, 


CU psp’ [1 cpzpy 一 {pi }, 
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且 p1, ps, ps 是 共 线 的 . 
证 明 : 首先 我 们 容易 看 出 : 在 已 作出 的 假定 下 ， 我们 用 来 
构造 交集 的 直线 偶 是 不 同 的 . 于 是 ps。 关 ps. 这 是 因为 


{p2} nN {psa} = ( gp NM Gpap' ) N( Gpop' MN Gopip) 


扮演 着 非 实质 直线 Pu) 的 角色 . 
对 直线 9* 关 9 , 我们 也 把 其 从 属于 A 的 部 分 9* Nn A 记 
为 9*. 于 是 9* 是 4 中 的 直线 .由 此 我 们 有 : 


9 ,|9,, 和 5 


p1p3 | pap’ p1p2 | pz ) 


因此 按照 /.3.16: 9,,p' 9,,p， 即 射影 直线 9 和 9,,y 的 
交点 pi 在 9 上 . D 

Desargues 定 理 (射影 形式 ) 可 叙述 如 下 (对 于 它 的 仿 身 
形式 ， 可 参见 7.3.17): 
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定理 9.2.12 设 91，92，959s 是 射影 平面 中 的 三 条 不 同 
的 直线 ,， 且 91n 92n g9s={oj. 设 p;,q; 是 9iN\ {0},2 = 1,2,3, 
- 上 的 不 同 点 .于 是 


且 7， r2，73 是 共 线 的 . 

证 明 : 我 们 先 证 明 所 考虑 的 直线 的 交 总 是 仅 由 一 点 构成 ， 
月 7r3 关 72. 令 97srs = 9w, 且 考 虑 仿 射 平面 4=P\ 9。. 于 是 
直线 9p,p, 和 99419, 的 仿 射 部 分 是 平行 的 , 且 直 线 9。。 和 9。。 
的 仿 射 部 分 也 同样 如 此 .因而 从 7.3.17 就 可 得 出 ri € 9。. 口 


我 们 以 射影 几何 由 基本 定理 来 结束 本 节 ， 对 于 仿 射 几何 


是 一 个 双 射 ， 它 把 射影 直线 变 至 射影 直线 . 可 将 一 个 这 样 的 元 
写成 形 如 xo( ). 这 里 r 是 一 个 射影 变换 ， 借 助 于 如 上 所 定义 
的 域 同 构 ， () 是 一 个 直射 变换 ， 它 使 射影 参照 系 @ 不 变 . 

注 : 与 7.2.16 不 同 的 是 我 们 在 这 里 不 必 假 设 1+1 关 0. 为 
了 保险 起 见 ， 这 个 假设 被 做 成 : 仿 射 空 间 的 一 条 直线 至 少 要 包 
含 三 个 不 同 的 点 ， 此外， 还 有 足够 的 假设 K z 22. 

与 此 相反 ， 在 射影 空间 中 ， 一 条 直线 至 少 有 三 个 不 同 的 
点 . 我 们 在 下 面 将 会 看 到 , 在 射影 空间 中 与 7.1.13 相 对 应 的 定 
理 的 证 明 会 极 大 地 得 到 简化 . 

证 明 : 我 们 首先 证 明 : 射影 直射 变换 直 将 马 的 一 个 1 维 子 
空间 L 变 至 同样 的 空间 ， 对 此 可 参见 7.2.13. 

我 们 对 1 运用 归纳 法 . 对 != 1, 这 是 我 们 的 假设 . 

假设 对 ! -1 维 ， 断 言 已 被 证 明 . 现在 在 C 中 选 一 点 o 及 一 
个 不 含 o 的 1 一 1 维 的 子 空间 KK, 每 点 DEC 属于 过 o 的 一 条 直线 
9, 且 9 与 大 相交 于 一 把 q. 元 (o) 9 趟 (KK), 趟 (KKK) 是! 一 1 维 子 空 
间 ， 于 是 (LC) 是 由 在 直线 7( 9) 上 的 点 的 集合 所 构成 的 空间 ， 
9 如 上 所 述 . 

在 马 中 选取 余 维 数 为 1 的 子 空 0 i ,存在 一 个 射影 变换 
7'， 使 得 x' 和 趣 的 复合 (我 们 仍 将 它 记 成 元 ) 把 Po 变 至 其 自 
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身 . 即 我 们 能 谈论 在 仿 射 空间 4 = P\P,。 上 的 仿 射 直射 变换 
5 一元 .4. 

对 5,，7.2.13 是 满足 的 ， 于 是 我 们 能 按照 7.2.13, 把 5 写成 
形 如 fF ( )) 这 里 () 将 4A 的 仿 射 参照 系 PF = {p1,) 0 , Pn} 的 后 固 
定 不 动 ， 且 (0C)(2 ;aipi) = 2j; Gipi. 于 是 在 按照 9.2.9 的 方法 从 
P 所 构造 出 来 的 射影 参照 系 8Q 上 ， 如 前 所 述 的 那样 定义 了 (0). 


口 

与 7.2.19 相 对 照 的 是 ; 

系 9.2.14 对 及 上 的 维 数 > 2 的 射影 空间 ， 每 个 直射 变 
换 是 一 个 射影 变换 . 

征明: 这 可 从 7.2.18 利 用 9.2.13 而 得 到 . 口 

对 3 维 癌 量 空间 VV 上 的 射影 平面 P= P(V), 成 立 着 下 列 事 

(41) 对 两 个 不 同 的 点 p 和 9g, 正好 存在 一 条 包含 pP 和 9 的 直 
线 . 


(41) 对 两 条 不 同 的 直线 9 和 XH, 正好 存在 一 点 pox, 它 包 
含 在 这 两 条 直线 之 中 . 

(4*) 每 条 直线 至 少 包 含 三 氮 ， 而 且 每 所 至 少 包 含 在 三 条 
直线 之 中 . 

当 我 们 考虑 ， 壁 如 说 ， K = Z。 上 3 维 向 量 空间 上 的 射影 
平面 时 ， 于 是 每 条 直线 至 多 包含 三 乓 ,而且 每 点 至 多 包含 在 三 
条 直线 之 中 . 

在 本 节 中 我 们 现在 欲 考 察 所 谓 的 一 般 射 影 平面 P, 这 是 用 
公理 (41), (41) 及 (4*) 所 定义 的 对 象 ， 人 们 能 证 明 : 一 个 这 样 
的 P 不 一 定 是 射影 平面 P(V). 但 对 于 表述 诸如 Desargues 定 


理 或 Pappos-Pascal 定理 ( 见 9.2.11 和 9.2.12) 等 基本 定理 ， 
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方 的 结构 已 经 是 足够 的 了 . 至 于 这 些 定理 是 否 成 立 ， 这 是 另 一 
个 问题 . 事实 上 ， Pappos-Pascal 定 理 为 真是 等 价 于 能 被 
饮 为 P(V). 

对 基本 定理 ， 人 们 将 试图 导入 用 坐标 去 描述 广 的 点 . 为 此 
目的 ,考虑 一 个 一 般 的 仿 射 平面 4 是 有 益处 的 . 通过 从 .4 中 析 
出 直线 9。，, 形成 了 A, 对 4 来 说 ， 9。 扮 演 了 非 实质 直线 的 
角色 . 

在 这 个 附录 中 我 们 只 限于 对 一 个 坐标 区 域 定 义 加 法 和 乘 
法 ,交换 律 的 有 效 性 相应 于 Pappos-Pascal 定 理 的 有 效 性 ， 绪 
合 律 的 有 效 性 相应 于 所 谓 的 蝴蝶 定理 的 有 效 性 . 我 们 将 指出 : 
这 等 价 于 Desargues 定理 . 

定义 9.3.1 1. 所 谓 一 个 (一 般 的 ) 射影 平面 P 也 是 指 一 
个 集合 ， 其 中 的 元 素 称 为 点 ， 且 某 些 称 为 直线 的 子 集 被 特别 指 
定 ， 使 得 上 述 列 出 的 性 质 (41),(41) 和 (4*) 成立 . 

2. 所 谓 一 个 (一 般 的 ) 仿 射 平面 4 是 指 射影 平面 万 中 的 直 
线 9 的 余 集 P\9w. 称 忆 中 属于 4 的 不 等 于 9 的 直线 为 ( 仿 
射 ) 直线 ， 我 们 仍 用 9 来 记 它 .于 是 一 条 仿 射 直线 也 是 一 条 射 
影 直 线 ， 由 此 ， 从 属于 9 的 点 被 析出 . 

也 称 9。 的 点 为 4 的 非 实质 点 . 


我 们 说 .4 的 两 条 直线 9 和 9' 是 平行 的 ， 如 果 它 们 与 9。 
相交 于 同样 的 非 实质 点 ， 记 为 : 9 | 9". 

命题 9.3.2 ” 设 4=P\9w 是 一 个 一 般 的 仿 射 平面 . 于 是 
成 立 : 
(41)' 对 每 两 点 p 和 gq, 正好 存在 一 条 直线 9o, 它 包 含 这 两 


(41)' 对 一 条 直线 9 及 一 点 p 4 9, 正好 存在 一 条 平行 于 9 
的 直线 9', 且 它 包含 p. 


(4*) 每 条 直线 至 少 包 含 两 所 ， 而 每 氮 人 至 少 包 含 在 三 条 直 
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线 之 中 . 

证 明 : 由 于 .4 定义 为 记 9 以 及 平行 性 的 定义 ， (41)' 可 
从 (41) 得 出 . (41) 可 从 (41) 得 出 ， 这 里 我 们 选取 9 为 通过 ? 
和 9 的 非 实 质点 的 射影 直线 中 的 仿 射 部 分 . (4*) 得 目 (4*). 

L_ 

注解 9.3.3 ”容易 证 明 , 一般 仿 射 平面 4 是 用 (41)7 (41)' 
及 (A*)' 来 说 明 其 特征 的 . 

人 们 能 将 相互 平行 的 仿 射 直线 的 每 一 个 类 与 一 个 非 实质 
扣 相 联系 ， 这 些 非 实质 点 的 集合 9 作为 非 实质 直 线 而 被 定 
义 , 于 是 4U 9 是 一 个 一 般 的 射影 平面 P, 它 的 点 是 4 的 点 和 
G0ww 的 上 后， 以 及 它 的 直线 9 是 仿 射 直线 ， 它 们 被 扩张 至 9。 
中 与 它们 相 联 系 的 非 实 质点 . 


于 是 这 意味 看 我 们 可 以 不 加 限制 地 把 一 个 一 般 仿 射 平 面 
的 集合 , 且 在 它们 中 已 特别 取 定 了 称 为 直线 
1 ,只要 (4D7 (I) 和 (A#*)' 成立 . 

定义 9.3.4 ” 设 A 是 一 般 的 仿 射 平面 . 


1. 所 谓 4 的 一 

GO 个 仿 射 参照 系 是 指 4 
中 不 属于 一 条 直线 的 

a 三 个 标记 为 {0,1,1 人 的 


上 凡 . 我 们 也 把 直线 901 
A 和 901 分别 标 记 为 9 
和 9'. 称 0 为 参照 系 
{0,1,1 为 原点 ， 9 和 
9 是 它 的 轴 ， 称 1 和 1 为 在 这 些 轴 上 的 单位 点 . 

我 们 也 把 9 的 点 记 为 a, 68,…. 我 们 把 每 个 we 9 按 下 法 
与 点 ae 9 相 联 系 : 0' = 0, 且 如 果 a 关 0, 则 设 a' 是 9' 与 过 
Qa 的、 并 与 911' 平 行 的 直线 的 交点 . 

最 后 我 们 记 9 为 过 1 且 平 行 于 9 的 直线 . 我 们 把 每 个 
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ae 9 按 下 法 与 9 ”上 标记 为 a” 的 元 素 相 联系 ， oa" 是 9” 与 过 
a 的 、 且 与 9 平行 的 直线 的 交点 . 于 是 特别 地 ， 有 0”=1. 
4. 在 9 的 点 的 集合 上 ， 我 们 定义 加 法 


(la,B)E Gx Gr a+bBed 


如 下 : a+B 是 9 与 过 pe 9 的 、 且 与 9。 平行 的 直线 的 交 
扩 ， 我 们 也 定义 乘法 


(oa,P)E Gx Gr aped 
如 下 a6 是 9 与 过 pe 9 的 且 与 9 平行 的 直线 的 交点 . 


注解 9.3.5 如 果 A 是 K 上 的 一 个 2 维 向 量 空 间 V 上 的 
仿 射 平面 4 = A(V), 则 {0,1,1 人 正好 是 4 的 在 7.2.7 的 意义 下 
的 一 个 仿 射 参照 系 . 在 那儿 ， 它 用 {0,p1,p2} 来 标记 的 . {di = 


的 点 可 写成 形 如 adl 十 o, 其 中 ae 五. 现在 人 们 容易 地 看 到 ， 
上 述 以 a+8 标 记 的 点 在 此 情形 下 可 通过 (a 十 8)di +o 来 给 出 ， 
而 且 在 那儿 的 a6 可 用 apBdi +o 给 出 . 

因为 KK 是 一 个 域 ,诸如 对 加 法 和 乘法 的 结合 律 及 对 加 法 
和 对 来 法 的 交换 律 这 样 的 规则 是 成 立 的 , 因为 我 们 总 是 限于 交 
换 域 上 . 进而 分 配 律 成 立 . 

在 一 般 仿 射 平面 4 的 情形 下 , 每 一 个 这 样 的 规则 的 有 效 性 
意味 看 ， 某 一 个 基本 定理 是 满足 的 . 我 们 首先 来 考察 交换 律 . 
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引 理 9.3.6 ” 设 4 是 一 个 一 般 的 仿 射 平 面 . 7.3.16 中 的 
仿 射 的 Pappos-Pascal 定理 的 有 效 性 是 等 价 于 : 对 4 的 每 一 个 
仿 射 参照 系 ， 加 法 和 乘法 是 交换 的 ， 即 a+6= 6+a;ap = ba. 


征明 : 选取 {0,1,1 人 和. 从 a 十 86 = 6+a 开 始 ， 我 们 让 7.3.16 
中 的 直线 9，9' 分 别 与 9.3.4.1 中 的 平行 直线 9, 9” 相 对应, 且 
把 7.3.16 中 的 后 {p1,p2,p3} 和 {ps,p2,Pp1} 分 别 与 9.3.4.1 中 的 后 
{a B,a 十 8} 和 {1a”,6” 相对 应 . a++B = B+a 正 好 意味 
着 过 pp 的 与 (7.3.16 中 的 ) 9pspi 平行 的 直线 与 直线 9 相交 于 
(7.3.16 中 的 ) 点 ps, 过 wy 的 与 (9.3.4.2 中 的 ) 9p1 平行 的 直线 
与 直线 9 相交 于 (9.3.4.2 中 的 ) 点 ac+A. 


类 似 地 , 对 于 a6 = 6a, 我们 将 7.3.16 中 的 直线 9，9/ 分 别 
与 9.3.4.2 中 的 直线 9,9' 相 对 应 , 且 把 7.3.16 中 的 点 {pi1,p2,ps} 
和 {ps,Ps, p4} 分 别 与 9.3.4.2 中 的 点 {a, 6,a6} 和 fo,p 了 相对 
点 ， ap = Ba 意味 着 ， 过 坊 的 与 9b,p. (7.3.16) 相 平 行 的 直线 
与 直线 9 相交 于 ps, 过 a' 的 与 981 (9.3.4.2) 相 平行 的 直线 与 直 
线 9 相 交 于 a8. 因为 这 对 每 一 个 仿 射 参照 系 都 应 该 成 立 ,于 是 
就 得 出 了 我 们 的 结论 . 


我 们 欲 证 明 ， 绪 合 
律 等 价 于 下 列 的 基本 定 
理 . 

定义 9.3.7 所 请 
蝴蝶 定理 是 指 下 列 的 关 
于 4 的 一 般 仿 射 平面 的 
陈述 : 

设 9, 9 是 不 同 的 
D D2 41 02 直线 ， pl,pa,al,ga 是 在 


9 上 ， 但 不 在 9 上 的 点 ， 且 2,p2,91 9 是 在 9 上 ， 但 不 在 9 
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上 的 把， 由 


Cpip’ | Og1q' ; 
Cpip’ | OV gq1q, ; 


CG pzp’ | Q gq2qg’ 


可 得 出 


CU pap’ | OQ g2q’ 


引 理 9.3.8 设 4 是 一 个 一 般 的 仿 射 平面 ， 蝴 蝶 定 理 的 
有 效 性 是 等 价 于 : 对 4 的 所 有 仿 射 参照 系 ， 加 法 和 乘法 是 可 结 
合 的 ， 即 (e+B)+7Y=a+(+ 放 及 (ap)i7Y = a(BY). 

证 明 : 为 简单 起 见 ， 我 们 只 对 乘法 进行 讨论 . 9.3.7 中 的 
直线 9, 9 相应 于 9.3.4.1 中 具有 相同 标记 的 直线 . ”9.3.7 中 
的 点 {p1,p2,91,92} 相 应 于 9.3.4.2 中 的 点 {6,ap,BY,(aB)Y}, 且 
凡 {p1,p2,91,92} 相应 于 反 {1,B',Y, (BY)}. 在 这 样 的 对 应 下 ， 
(aB)Y = a(BY) 束 意味 看 : 过 (BY)'(~ gq2) 的 、 关 于 9(opyer | 
Gal'(~ 9pzp, ) 的 平行 线 与 直线 9 相交 于 (a6)Y(~ q2). 口 

注解 9.3.9 由 加 法 和 乘法 的 定义 可 得 出 0+a= a+0= 
a 和 1a = al = a. 如 我 们 所 见 ， 交 换 律 和 结合 律 相 应 于 某 种 基 
本 定理 . 对 分 配 律 也 同样 成 立 . 现在 人 们 能 问 : 在 以 这 种 方式 出 
现 的 基本 定理 之 间 有 怎样 的 相关 性 ? Hilbert 和 Hessenberg 
已 经 回答 说 : 由 Pappos-Pascal 定 理 可 推出 所 有 其 他 的 基本 定 
理 . 为 了 证 明 , 在 9 的 点 的 集合 上 用 上 面 所 定义 的 加 法 和 乘 
法 定义 了 一 个 (交换 ) 域 K 的 结构 ， 这 是 必需 的 .因而 不 难 验 
证 ， 可 把 A 写成 A(V), 这 里 V 是 一 个 2 维 向 量 空 间 ， 在 其 上 的 
域 K 已 被 唯一 确定 了 (至 多 差 一 个 同 构 ). 

Hilbert 也 能 证 明 ， 单 由 Desargues 定理 的 有 效 性 也 可 得 
出 : 上 面 所 述 的 加 法 和 乘法 在 集合 9 上 定义 了 一 个 不 必需 是 
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交换 的 域 KK 的 结构 ， 且 由 此 可 把 A 表述 成 A(V), 这 里 V 是 K 
上 的 一 个 2 维 癌 量 空间 . 

我 们 在 这 里 不 想 逐 一 地 对 此 进行 说 明 . 我 们 宁可 用 一 个 
起 源 于 著者 的 关于 两 个 基本 定理 的 等 价 性 来 结束 这 个 附录 . 
定理 9.3.10 在 一 个 一 般 的 仿 射 平面 4 中 ，Desargues 
定理 (D) 和 蝴蝶 定理 (5) 是 等 价 的 . 

基于 9.3.9, 我 们 由 此 得 到 : 

定理 9.3.11 相应 于 结合 律 的 基本 定理 的 有 效 性 的 充 要 
条 件 是 一 般 的 仿 射 平面 4 可 写成 关于 一 个 并 不 必需 是 交换 域 
下 上 的 仿 射 平面 4(V). 、 

定理 9.3.12 相应 于 交换 律 的 基本 定理 的 有 效 性 的 充 要 
条 件 是 一 般 的 仿 射 平 面 A 可 写成 关于 一 个 交换 域 K 上 的 仿 射 
平面 A(V). 

9.3.10 的 证 明 : 


go,a， 则 (5) 中 的 结论 是 显然 的 . 
于 是 我 们 能 假定 一 一 如 果 必 


要 可 通过 重新 命名 9p:m 和 
gw 有 一 个 公共 点 p"， 设 0" 为 
过 p" 的 直线, 且 9 和 9 的 公共 扣 
为 0, 于 是 9,。 和 0" 有 一 个 公共 点 gr. 由 (D), 并 应 用 于 直线 


9， 9 9 和 点 {p2, pi,p”}， {q2,91,9 }, 于 是 得 出 


由 (D), 并 应 用 于 9, 9', 9” 和 点 {pi,p2,p”},{q1,92,q }. 于 
是 得 出 


Cp’ py 一 gpazpy | gog 
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2. (5) 成立， 我 们 
现在 用 形式 化 的 等 价 形 
式 来 证 明 (D): 假设 91， 
G2，93 是 过 o 的 三 条 不 
相同 的 直线 . 议 pi, qi 古 
在 9: 上 ， 但 不 在 9; 上 
的 不 同 的 点 ， 这 里 盖头 了 
1,] = 1,2,3. Opips | CV gig3) 且 CQ pypa, Og2q3 可 能 有 一 个 公共 所 
7 二 7r3. 于 是 9p1ps 和 .99o 不 平行 . 首先 考虑 "> = r3 4 91 的 
情形 . 我 们 借助 于 (5S) 把 四 边 形 {0,pi,p3,p2} 和 {0o,q1,93,92} 分 
别 搬 动 ” 到 四 边 形 {ro0,71,73,72} 和 和 {70,71,73,72} 去 . BB ro, ri 


于 是 CQ pi p2 | Or;r。 种 Q gg2 | grir' 因 为 7 1 人 gror' 一 Crorz， 
我 们 还 只 需要 证 明 ， 72 关 72. 但 因为 92 了 关 93, 所 以 这 就 得 目 
OQror» 一 Crors 天 Orora 


305 . 


剩 下 还 要 处 理 re 91 的 情形 . 我 们 能 假设 ”> 夭 Pa 及 > 天 9l， 
因为 在 这 情形 下 ， 结 论 是 显然 的 . 将 > 改写 为 m,， 并 用 97.., | 
Gaigs，G9rirs 上 9。 来 硝 定 rz E 92,73 € 93. 因为 9 和 
9 不 与 91 相 交 ， 所 以 得 出 9 | 9 如果 9pip。 | 
G01.q2， 则 同样 有 9psps | 977+，， 于 是 得 出 9p,ps 上 9 ， 因 而 
与 我 们 的 假设 矛盾 . 口 


9.4 交 比 ，vVv。. Staudt 定理 


在 7.3.7 中 我 们 对 一 条 仿 射 直线 上 的 三 个 不 同 的 点 给 出 了 
它们 的 单 比 . 这 是 一 个 仿 射 不 变量 ,， 即 其 值 在 仿 射 变换 下 是 不 
变 的 . 这 是 因为 我 们 在 9.1.11 中 知道 ,射影 直线 上 的 三 个 不 同 
的 扣 可 用 一 个 射影 变换 将 它们 变 至 这 条 和 直线 上 的 任何 三 个 其 
他 不 同 的 点 . 于 是 为 了 定义 一 个 非 平 凡 的 射影 不 变量 ， 需 要 下 
线 上 的 四 个 点 . 

现在 我 们 通过 对 射影 直线 上 的 四 个 不 同 的 后来 导入 所 请 
的 交 比 . 在 4 个 点 的 置换 群 $4 下 , 一 般 可 得 出 六 个 不 同 值 的 交 
比 . 在 射影 变换 下 ， 交 比 不 变 ， 在 射影 直射 变换 下 ， 仅 差 一 个 
域 同 构 . 

调和 四 操 列 起 了 一 个 突出 的 作用 . 它 以 上 自然 的 方式 出 现 
在 一 个 完全 四 边 形 处 ， 作 为 v. Staudt 基本 定理 的 终结 ， 我 
们 证 明 , 将 调和 四 点 列 变 至 自身 的 射影 直线 的 双 射 是 一 个 射影 
变换 ， 至 多 只 差 一 个 域 同 构 . 

我 们 从 KK 上 的 射影 直线 的 模型 开始 进行 讨论 . 

定义 9.4.1 1. 我 们 将 域 扩 考虑 为 K 上 的 仿 射 直线 . K 
的 射影 扩张 Pw(K) 是 由 唯一 的 一 点 所 构成 ,我们 将 它 记 为 co. 

2. 将 P(K“) 与 KUPw(K) = KUt{o0} 按 下 法 予以 恒 同 : 
P({0} x K) 应 当 相 应 于 点 oo, 仿 射 直线 P(K x K)\P({0} x K) 
中 的 点 ， 借 助 于 它们 的 特别 的 齐 次 坐标 (1, a),a e K，, 相应 于 
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点 a € K. 我 们 用 坐标 (0,1) 来 描述 非 实 质点 P({0} x K), 见 
9.2.9. 

3. 我 们 按 下 述 的 规定 将 域 K 的 加 法 和 乘法 分 段 地 扩张 到 
KU {oo} 上 去 : 


定义 9.4.2 设 P=P(V) 是 一 条 射影 直线 . 设 {p,q,s} 是 
PP 的 三 个 不 同 的 点 ， 按照 9.1.8.2, 它们 构成 了 好 的 一 个 射影 参 
照 系 Q. 按照 9.1.10, 由 此 可 定义 一 个 射影 同 构 


To :Po— PK’)SE KU {oo%)}, 


且 满 足 re() = 0,7e@(q) = oo,re(s) = 1 

对 每 一 个 re P, 定义 交 比 DY (pqms) 为 元 素 re(r) 6 
K U {00}. 

定理 9.4.3 设 P 也 是 一 个 财 影 空间 . 

1. DY (p,g,"7,s) 是 一 个 射影 不 变量 . 即 如 果 p,g,7,s 是 P 
中 的 一 条 直线 9 上 的 上 扣 ，p,9q,s 是 两 两 不 同 的 ， 且 7":P 一 > PP 
是 一 个 射影 变换 ， 则 


DV (x(p), Tr(q), (7), 7(s)) = DY (p, gm s). 


2. 设 {p,qms} 和 {p ds 分 别 是 好 的 直线 9 和 9 上 
的 点 ，p,q,s 和 P/,9qs' 均 分 别 为 两 两 不 同 的 . 则 DY (p,q,ms) = 
DY (p',q',7',s') 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 射影 变换 7 :PP 一 也， 
使 得 它 将 {p,q,"7,s} 变 至 {p 9 rs 个 . 
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征明 : 对 1.: 我 们 能 将 {p,qs} 扩 张 成 必 的 一 个 射影 参照 
系 Q@ = {qo…… ,qn,e}, 使 得 go = p,qn = gq,e = s. 对 re,mrol， 如 
在 9.1.10 中 那样 ， 成 立 ro = rnto)o7. 于 是 


DY (rp),r(q),r(r)r(s)) = Tr(e) oT(r) = Te (7) 
~ DYV (p,q,r,s). 


对 2.: 如 在 1. 的 证 明 中 那样 ， 考 虑 将 {p,g,s} 和 {p,q',s'} 
扩张 到 射影 参照 系 @ 和 8'.， 按照 9.1.10， 存 在 一 个 射影 变换 
T :PP 一 > PD, 使 得 r(Q) = 8', 于 是 ro = ro oror(r) = 三 7 是 与 
re) = me@'(7') 等 价 的 . 口 
现在 我 们 来 编制 从 点 的 坐标 表示 来 计算 交 比 的 方法 . 

命题 9.4.4 设 P=P(V) 是 一 条 射影 直线 . 

1. 设 & = {p,9q,s} 是 刀 的 射影 参照 系 . 于 是 对 {p,q,7} 存 在 
形 如 {z,yz 十 外 的 齐 次 坐标 . 如 果 az + py 是 > 的 齐 次 坐标 ， 
则 DV (p,q,7,s) = B:a, 这 里 如 a =0, 则 BPB:a = oo. 如果 ”> 头 9， 
则 我 们 能 用 xz + by 来 描述 +, 于 是 DV (p,qg,7,s) = 0. 

2. 设 {bo,b1} 是 V 的 基 ， p,g,7,s 的 齐 次 坐标 是 用 


Qobo + Qib1, Dobo + B101, Yobo 十 7101， bo0bo + 0101 


给 出 ， 于 是 借助 于 9.4.1.3 中 的 计算 规则 ， 成 立 着 : 


Q0 0 70 bo 

DV gq, s.r) = Cl Yl YY bi 
(p 4 ao do0 00 Ho 

al 01| lo bi 


这 里 | | 代表 行列 式 . 
1E 明 : 


入 


Yobo + 7Y41b1 = =o (obo 十 Q101) 十 ~7(pobo 十 B10b1) 
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bo0bo + 01b1 = o(Qobo + oaibi) + T(Bobo + Bib1). 


十 
人 
7 


因为 p 和 9g 是 不 同 的 ， 所 以 


于 是 我 们 能 按照 Cramer 法 则 4.5.7 来 确定 解 和 ,1,o,7T, 并 
由 此 发 现 上 述 的 表达 式 . 口 
系 9.4.5 设 p,g,7,s 是 一 条 射影 直线 上 的 四 个 点 ，p, qs 
是 不 同 的 . 我 们 将 它们 的 齐 次 坐标 表 为 


(1, 70), (1, To ), (1, 7), (1, 71). 


于 是 成 立 
DV (p,q, 7, s) = "0. 1 一 co 加 “二 -0 71 一 70 
1 一 70 71 一 co 7 一 co 71 一 7 
这 里 我 们 允许 70,7Towo,7, 克 取 用 9.4.1.3 中 所 给 出 的 计算 规则 所 
得 的 KU {oo} 中 的 值 . 
证 明 : 这 得 目 9.4.4 中 的 公式 的 计算 . 图 


注解 9.4.6 ”现在 我 们 来 研究 交 比 在 其 四 个 变量 的 置换 
下 的 情况 . 我 们 也 把 {p,qms} 换 与 为 {l12,3,4}. 在 3.5.9 中 我 
们 寻 入 了 这 些 元 素 的 置换 群 54. 

按照 4.3.5, 每 个 ce Sa 可 与 成 对 换 (i,7) 的 乘积 . S54 包 
含 一 个 上 lein 四 元 群 W 作 为 其 子 群 ， 它 是 由 元 素 {00,0o1,02,03} 
所 构成 ， 其 中 : 


oo0 = 1d, oi1 = (0,1)(2,3), 
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O02 一 (0,2)(1,3), O03 二 (0,3)(1, 2). 


这 正好 是 {1,2,3,4} 的 那些 置换 , 它 除了 恒 等 变换 外 ,把 一 个 对 
换 偶 换 至 另 一 个 对 换 偶 . 因为 o:(i,7):o- = (cc 三 是 
54 的 一 个 不 变 子 群 . 

定理 9.4.7 设 {p,g,"7,s} 是 射影 直线 PP 上 的 四 扣 ， P,9g，,s 
两 两 不 同 . 令 DY (p,g,7,s) = 56€ KUf{o0}， 如 果 o € S54， 则 
DY (co(p),o(q),o(7),o(s)) 以 下 列 元 素 


] l 
一 1 一 0 
人 ) 


之 一 作为 其 值 ， 即 DV (oc(p),o(q),o("),o(s)) 仅 依赖 于 


5 6— 
6 了 一 (9.1) 


) 


对 oc € WVi, 有 0o0(6) =6. 仿 {o € S54;0(1) = 1} = 53， 则 
{co(8);o € 5S4} 给 出 了 (9.1) 中 的 元 素 ， 因 为 每 个 o。€ S54 可 唯一 
地 写成 o = vo', 这 里 ze V4,o' € Ss, 于 是 有 S4/Va = 5953. 

特别 地 ， 对 54 的 生成 元 71 = (1,2),72 = (2,3),73 = (3,4), 成 


T1(0) 一 et T2(0) 一 1 一 0: T3(0) 一 8 一 上 


补充 9.4.8 ”在 5 e K\{0,1} 的 情形 ，9.4.7 中 的 (9.1) 的 
和 个 值 全 为 零 ， 除 了 下 列 的 例外 : 

1. 当 1+1+1=0 和 6 = -1 时 ， 则 所 有 值 均等 于 6. 

2. 当 1+1 关 0,1 二 1 十 1 关 0 和 65 = 一 1 时 ， 则 (9.1) 由 
(1,2, 汪 } 所 构成 .当天 一 5+1= 0 时 ， 则 (9.1) 由 二 69] 构 
成 . 
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3.， 当 KK 由 4 个 元 素 所 构成 时 ， 则 (9.1) 由 {2 -62} 所 构 
成 . 

延明 : 由 9.4.5 我 们 看 出 : 对 ve Va, 有 v(6) = 6. 于 是 只 
需 去 确定 ce Ss 的 o(6), 即 o(p) =p. 由 9.4.5 得 出 : 


对 7T1 = (1,2): Tl(6) 一 6; 
对 72 = (2, 3): T2(6)=1—56; 
对 73 二 (3, 4) 。 T3(0 ) 一 0 一 


利用 复合 ， 我 们 得 到 


(1-9 ;1-(1-6 = ” (1—(1—6)7) = 


一 本 


0 一] 
rt 


此 补充 可 用 验算 来 证 实 . 璧 如 说 ， 如 果 弛 一 6 十 1 = 0, 则 
-1 = -62 1—6= 6, (1—6)-!1=56, 6(1— 6)-1= 62. 


图 
交 比 ”的 名 词 阐 述 了 它 与 在 7.3.7 中 所 导入 的 对 一 条 念 
册 直 线 上 三 点 的 单 比 之 间 的 联系 . 
引 理 9.4.9 1. 设 p,g,7,s 是 仿 和 冉 直 线 A 上 的 点 ， p,q,s 
是 不 同 的 . 如果 我 们 把 它们 看 成 是 射影 扩张 P= AU {oo0} 的 
点 ， 则 成 立 


2. 设 p,g,r 是 仿 射 直线 A 的 上 后，g 关 7. 令 coo 是 它 的 非 实 
质点 ， 则 成 立 
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征明 : 对 1.: 如 在 9.4.5 中 那样 , 我 们 用 坐标 (1,70), (1, 7w)， 
(1, 7), (1,71) 来 表 出 p,qg,"7,s. 于 是 


TV (r,s,p) = ——; TV (r,s,g) = 了 一 


71 一 70 一 “oo 
结论 得 自 9.4.5. 
对 2.: 利用 1. 的 证 明 中 的 坐标 ， 有 TV (p,gr) = 卫 二 
在 9.4.5 中 念 71 = oo. - 


下 列 命 题 给 出 了 对 交 比 性 质 的 一 个 更 进一步 的 理解 . 


引 理 9.4.10 设 P 是 一 个 
和 维 数 > 2 的 射影 空间 ， Hi,i = 
/> 0, 1,2,3, 是 四 个 超 平面 ,它们 的 交 


A 、 集 NMiXi; 包 含 了 一 个 余 维 数 为 2 的 
A 子 空间 L. 设 Ho, Ki, Hs 是 两 两 不 
和 a 一 9， 同 的 , 且 使 得 NiKi; = L. 设 9, 9 

% " mm  % 是 P 了 的 直线 且 与 C 不 相交 . 于 


DV (qo, q1, 92, q3) = DV (90, q1, q2, 93)- 


证 明 : 考察 仿 射 空间 4 = P\XHs. 在 保留 对 从 属于 4 的 部 
分 的 记号 之 下 ， 则 有 Xol|Ki|KHz 及 Ko 关 Hi1， 按照 9.4.9.2 我 
们 的 结论 可 表 成 形 如 TV (qo,qi,92) = TV (aq0,9q1,92). 现在 这 
得 自 7.3.10, 在 这 里 我 们 选 线 性 函数 入 :A 一 > K, 使 得 和 |x= 
常数 . 口 

如 我 们 在 9.4.3 中 已 经 指出 的 那样 ， 交 上 比 在 射影 变换 下 是 
不 变 的 . 我 们 现在 来 研究 交 比 在 射影 直射 变换 下 的 情形 ， 见 
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9.2.13. (-) 表 示 对 一 个 这 样 的 直射 变换 所 从 属 的 基 域 KK 的 日 
同 构 . 

定理 9.4.11 1. 设 直 :PP 一 PP 是 一 个 射影 直 册 变换 ， 
dim PP > 2, 如 果 {p,g,7,s} 是 一 条 直线 上 的 点 ， 且 {p,q,s} 是 两 
两 不 同 的 ， 于 是 成 立 


DV (元 ph) 元 (9), 元 (站 元 (5)) = DV (p,q,",s). 
2. 作 旺 用 贡 且 开征 一 个 生 束 妥 开 的 天 全 业 要 条 全 是 使 


证 有 明 : 对 1.: 考虑 将 {p,q,s} 扩 张 成 忆 的 一 个 射影 参照 系 

= {po,… ,pn,e}, 使 得 {p,q,s} = {po,pn,e}， 由 9.4.3 我 们 知 

道 ， 交 比 在 P 的 射影 变换 下 是 不 变 的 .按照 9.2.13, 我 们 能 够 

把 元 写成 形 如 ro(), 这 里 (使 参照 系 Q@ 不 变 . 我 们 能 假设 7? 关 q 

. 按照 9.4.4.1, 于 是 对 {p,q,"7,s} 和 存在 看 形 如 {z,yz+6yz+y] 

的 坐标 ， 于 是 6= DY (p,q,7,s). 在 () 下 ，z+6y 变 成 z 十 6y. 
于 是 ， 利 用 (7 )p = 5 等 等 、 有 


DV (i(p),i(q), i(7), 7(s)) = DV (5,g,7,5) 
~6= DYV (p,g,r",s). 


对 2.: 因为 当 r 在 过 2P， q,s 的 二线 上 变动 时 ， DV (p, gd, 7 5) 
可 取 到 KK 中 所 有 的 值 , 这 意味 着 交 比 的 不 变性 : 对 所 有 的 6 e K， 
有 5 = 56. 口 

我 们 用 几何 上 特别 奇妙 的 四 点 列 来 结束 本 节 . 为 此 我 们 
必须 假设 ， 对 域 K, 成 立 看 -1 关 1. 对 本 市 的 其 余部 分 也 如 
此 . 

定义 9.4.12 一 条 射影 直线 上 四 个 不 同 的 点 p,q,7,5 称 
为 是 处 在 调和 位 置 或 简单 地 说 是 调和 的 , 如 果 DV (p,q,"7, s) = 
-1. 我 们 也 说 : (7,s) 被 (p,q) 调和 分 害 . 
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在 调和 四 点 列 的 意义 下 的 第 一 个 认识 是 

命题 9.4.13 设 p,g,7,s 是 一 条 射影 直线 了 PP 上 的 四 个 不 
同 的 后 .考虑 仿 射 直线 A = PDP\{s}. 这 四 点 是 调和 的 充 要 条 件 
为 , 在 4 上 s 是 p 和 9g 的 中 扣 . 

证 明 : 按照 9.4.9.2, DYV (p,g,7,s) = TV (p,qg,7) = 一 1 


即 (p 一 7) = 一 (9 一 站 或 者 r= 2 人 


命题 9.4.14 设 p 是 妈 中 的 一 个 点 ， 允 是 刀 中 的 一 个 超 
平面 ，p 4 XK. 于 是 按 下 面 所 定义 的 镜 射 或 对 合 c(p, KN):P 一 PP 
定义 了 一 个 不 是 过 的 射影 变换 , 且 coc = ld :ol{p}UX = id. 
对 7 4 {pP}UXH, 令 9pr 中 KH= {q}. 用 DV (p,q,7,o(7)) = 一 1 定义 
IT) € Opr. 

证 明 : 考虑 4 = P\XH. 于 是 cl4 是 关于 2 的 镜面 反射 : 
rry (P 一 中 十 2 图 

定义 9.4.15 设 P 是 一 个 射影 平面 所谓 一 个 完全 四 
边 形 是 指 四 个 点 {qo,q1,q2,93}, 它们 构成 了 一 个 射影 参照 系 ， 
且 连 同 它们 的 六 条 连接 直线 9。,。=( 简 记 为 ) 95， 三 对 对 边 
{G01, 923}，{902,913}，{903,912} 分 别 交 于 一 扣 ， 且 用 {ri1,72,73} 
来 标记 . 这些 联 构 成 了 完全 四 边 形 的 对 边 三 角形 . 
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定理 9.4.16 ”在 一 个 完全 四 边 形 中 ， 对 边 三 角形 的 每 两 
个 顶点 (相当 于 完全 四 边 形 的 两 对 对 边 的 交点 ) 的 连 线 被 剩 下 
的 一 对 对 边 交 于 两 扣 ， 则 两 项 点 被 这 两 个 交 扩 调和 分 割 . 即 如 
果 我 们 用 {i, j,k} 来 记 {,2,3} 的 循环 置换 ， 且 置 97,., = 9;, 则 
连同 9;; 几 9 = {sij}, Gok 门 94 = {sk} 成立 : 


DV (ri ri Sk, si) = —1. 


证 明 : 由 对 称 性 ， 只 需 考 虑 71,72, ss,si2. P\9 是 一 个 念 
射 平 面 .4. 在 其 中 我 们 对 直线 的 落 在 4A 中 的 部 分 保留 运 今 所 用 
的 记号 ， 我 们 有 


Gosl|G12||G1; Go1||G231|93. 
上 {9o, 91, 92, 93} 构 成 了 一 个 平行 四 边 形 : 


Ud1 一 4 二 4 4d3,， 4d3™d0 王 4 一 1)， 


| _ dg 二 9 -2 十 go. 。 _ go 二 gs. 。 _ t+g 
于 是 
S53 十 S12 _40 gg3 dd gg _72 72 
7 一 才 十 才 十 才 二 下 二 十 本 二 72 


下 列 命题 给 出 了 扩 7 的 一 个 简单 的 构造 ， 使 得 在 给 定 了 p,q,s 
后 ， {p,9,7,s} 处 于 调和 位 置 . 


命题 9.4.17 设 p,g,7,s 是 
在 射影 平面 元 中 的 一 条 射影 直线 
9 上 ， p,g,s 是 两 两 不 同 的 . 选 
u € 9 及 一 条 过 s 的 直线 9' 关 9， 
它 不 通过 u. 设 v 和 ww 分 别 是 
9 与 9up 和 9 的 交点 . 于 是 ， 
, DV (p,q,7,s) = -1 的 充 要 条 件 是 
9 与 直线 9 交 于 点 7. 
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证 明 : 考虑 具有 了 顶 氮 pqw 的 完全 四 边 形 .按照 9.4.16， 
四 条 直线 Gp，G9wt,，9wug，9ws 于 直线 9。 交 于 处 在 调和 位 置 下 
的 四 点 .现在 从 9.4.10 就 可 得 出 结论 . 口 

注 : 

1. 我 们 也 已 能 通过 对 仿 射 平面 4 = P\ 9 的 考察 来 证 
明 这 个 结论 . p,q,w,v 是 4 中 的 一 个 平行 四 边 形 ， 见 9.4.16 的 
证 明 . 

2 人们 也 容易 地 看 出 ， 9.4.17 能 从 Ceva 定理 7.3.14 中 
得 出 : 将 pq, 考虑 为 仿 射 平面 中 的 一 个 三 角形 ， 于 是 ， s 是 
一 个 非 实 质点 . 


在 9.2.13 中 我 们 已 经 描述 了 维 数 > 2 的 空间 刀 的 射影 直射 
变换 . 当 dm P = 1 时 ， 于 是 显然 在 那里 定义 的 意义 下 每 个 
双 射 是 一 个 射影 直射 变换 ， 然而 ， 如 果 我 们 要 求 如 在 9.4.11.1 
意义 下 那样 ， 一 条 射影 直线 P 也 的 双 射 确定 了 交 比 (至 多 差 一 个 
域 同 构 ), 则 这 样 一 个 双 射 又 呈 形 如 mo(), 这 里 r 是 一 个 射影 
变换 ， 且 (9) 用 一 个 域 同 构 给 出 ， 其 至 这 在 更 弱 的 假设 下 也 成 
立 : 调和 四 点 列 被 变 为 调和 四 点 列 ， 这 就 是 所 谓 的 V. Staudt 
基本 有 定理. 


定理 9.4.18 设 趟 :PP 一 是 射影 直线 号 的 一 个 双 射 ， 
它 把 调和 四 点 列 变 至 同样 的 四 点 列 ， 于 是 示 形 如 示 = ”+o(), 这 
里 () 使 一 个 射影 参照 系 固 定 不 变 ， 且 对 坐标 的 作用 驶 是 一 个 
域 同 构 . 

证明: 我 们 能 采用 字 的 模型 天 u {fco}, 且 通 过 应 用 一 个 射 
影 变 换 得 出 : 元 使 点 0,1, oo 固定 . 我 们 简单 地 用 aa 来 巷 代 元 (a)， 
Qa EK. 

首先 由 假设 可 得 出 se = 和 + 8. 于 是 有 (3) = &， 且 由 
此 得 到 a+p68 =a+p6 一 a = -GaG. 利用 9.4.5， 人 们 可 验证 : 
{1,a“, 一 a,a} 是 一 个 调和 四 点 列 ， 因 为 1 = 1, a= a, 所 以 
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VV 上 的 射影 空间 P(V) 的 几何 学 是 V 的 线性 子 空间 的 几何 
学 . 在 本 节 中 我 们 在 VV 上 导入 一 个 实质 的 结构 , 即 一 个 在 7.4.1 
意义 下 的 对 称 双 线性 形式 %. 在 这 里 我 们 本 质 上 限于 讨论 是 
不 退化 的 情形 . 

于 是 对 V 的 每 一 个 子 空间 UV, 对 应 于 子 空间 UV-, 它 与 0 关 
于 是 正 交 的 . 称 用 炎 在 P(V) 的 子 空间 上 所 诱导 的 对 合 双 射 
为 配 极 . 我 们 稍 迟 也 将 对 实 射 影 空 间 进 行进 一 步 的 研究 . 

配 极 仅 与 对 称 双 线性 形式 的 空间 中 用 所 生成 的 1 维 子 空 
间 四 有 关 . 所 谓 一 个 二 次 型 Qu 是 指 P(V) 中 零 扣 集 { 人 她 = 0} 的 
象 . 

很 容易 对 二 次 型 导出 一 个 标准 形式 , 它 在 K =R 或 K=C 
的 情形 下 也 是 被 唯一 确定 的 . 最 后 我 们 来 研究 这 样 的 问题 : 在 
P 上 的 一 个 二 次 型 @v 能 否 被 限制 到 仿 射 空间 部 分 4= P\Pu 
上 ,这 里 P 是 即 的 一 个 射影 超 平 面 . 答案 本 质 上 是 依赖 于 P。 
是 否 切 于 Qw. 

所 考察 的 射影 空间 具有 维 数 > 1. 而 且 一 讲 到 关于 对 称 双 
线性 形式 ， 我 们 就 应 当 假 设 基 域 久 要 满足 1++1z0. 

我 们 从 射影 超 平面 的 摘 述 开始 . 

定理 9.5.1 设 刀 =7P( 7) 是 了 上 的 射影 空间 ， 玫 的 超 平 
面 欢 双方 一 一 地 对 应 于 V 的 对 侦 空 间 V* 的 1 维 子 空间 . 且 进 
而 成 立 


HW=P(UV) {leV", 8 ker 1 = U}. 


证 明 : 超 平面 允 对 应 于 V 的 一 个 余 维 数 为 1 的 子 空间 U. 
满足 ker ! =U 的 le Vr* 的 集合 是 V* 的 1 维 子 空间 . 口 
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在 7.4.1 中 我 们 已 经 导入 了 对 称 双 线性 形式 的 概念 .我 
们 现在 总 是 假设 多 是 非 退 化 的 ， 于 是 我 们 能 将 在 6.1 中 对 数量 


积 < ,> 所 导入 的 正 交 性 的 概念 予以 推广 . 
定义 9.5.2 设 % 是 了 上 的 一 个 非 退 化 的 对 称 双 线性 形 
式 . 我 们 也 称 这 样 的 形式 为 本 性 的 . 


2.V 中 的 两 个 子 集 4 和 B 称 为 是 正 交 的 , 如 对 所 有 (z,y) 6 
AxB, 有 (zx,y) = 0, 且 记 为 41B 或 者 Bl1Ah. 我 们 也 将 它 写成 


vy(A,B)= vy(B, A)= 0. 


注解 9.5.3 1. A+ 总 是 V 的 一 个 线性 子 空间 , 见 6.1.12. 

2. 对 记号 4--, 我 们 并 没有 注 明 作为 其 基础 的 形式 多 . 自 
然 地 ， 4 一 般 来 说 是 依赖 于 形式 儿 的 .对 此 依赖 性 的 准确 的 
介绍 ， 可 参见 9.5.7. 

引 理 9.5.4 设 多 是 站 上 的 一 个 本 性 的 对 称 双 线性 形式 ， 
且 dim VV =n. 设 UUV' 是 VV 的 子 空间 . 于 是 成 立 : 

1l. dm U+ dm U+ = dm V, 即 codim U+ = dim U. 

2. Ut+ =U. 


6. 存在 V 的 一 组 基 D = {di,… ,dn}, 使 得 对 U; = [di]， 
1 之 i<n, 成立 Ui; 十 U7-=V. 

证 明 : 对 1.: 对 dim VU =0, 有 U- =V. 现在 设 dm U = 
k > 1. 选取 U0 的 一 组 基 {01,… ,bx}, 并 考察 线性 映射 


f = ov(bi) 义 ““'， x ov(br):V 一 天 


于 是 ker f = Ut, im = K*. 因此 按照 2.6.7, 有 dim 7 十 
dim K* = dim V. 

对 2.: yw(U,U+) = yw(U+,U0) = 0 强 含 UC U1+. 这 是 因为 
由 1.，dm U-++ = dm U, 于 是 得 出 U = U++. 


对 和 4 pz,U) = vr,U') = 0 —> vz,UVU+UV') = 0 
vw(z,U) 关 0 或 者 w(z,U') 天 0 草 含 Wz,I 上 DUO) 关 0 

对 5.: 这 得 目 4. 及 2. 

对 6.: 因为 多 是 本 性 的 , 由 7.4.2, 存在 基 D = {di,:… ,dn}， 
使 得 Gp(W) = (ai6ij), 这 里 对 1<i<n, 有 ai 关 0. 口 

注解 9.5.5 ”在 数量 积 的 情形 , 总 有 U+U- =V. 可 是 在 
我 们 的 情形 , 这 不 一 定 成 立 , 即 有 可 能 UNU- 关 {0}. InU- 是 
限制 在 子 空间 UU 上 的 对 称 双 线 os 四 UU 的 零 空间 ， 而 UV 
可 能 是 退化 的 . 例如 , 形式 (zx,7z) = 红 一 怒 是 定义 在 K 上 的 ， 
如 果 将 它 限 制 在 子 空间 UV = [(1， yr 那 融 恒 为 0 了 . 

对 把 上 映 V 的 子 空间 集合 UM(V) 映 至 其 自 喘 的 .上 且 满足 1ol = 
1d 的 映射 


Li:UV) oo UV Um UU., 


如 果 作 为 其 基础 的 形 元 多 相 寿 天 中 的 一 个 因子 a 关 0 则 映射 
显然 不 有 影响 ， 我 们 注意 : 
命题 9.5.6 设 V 是 一 个 子 空间 ， dim Y =n. 用 L(V) 
表示 V 上 的 对 称 双 线性 形式 的 集合 Ls(V) 是 L(V xV;K) = 
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n(n 


(V x V)* 中 的 一 个 维 数 为 尘世 的 子 空间 ， 


证 明 : 容易 验证 子 空间 判 据 2.1.5. 如 B= {01,…,b} 是 
V 的 一 组 基 ， 则 满足 


vis(bi,b;) = Wi;(b;,0i) = 1, 
wpi(bxr,b1) =0,， 对 {bx,b1} A {bi,b;} 


的 {wii 二 jiyl1 之 17 <<n} 构 成 了 Ls(V) 的 一 组 基 . 口 
于 是 我 们 现在 来 证 明 : 
引 理 9.5.7 设 yw,w' 是 V 上 的 本 性 对 称 双 线性 形式 .其 
从 属 的 双 射 


1:UV) UV); TFI- 
TV UV UU 


是 一 致 的 充 要 条 件 是 存在 KK 中 的 一 个 a 关 0, 使 得 w= aw. 即 
和 生成 了 Ls(V) 的 同样 的 1 维 子 空间 . 

证 明 : 显然 由 办 = am 可 得 到 上 = 上 . 反 过 来 ,对 dim V =1 
的 情形 ， 结 论 是 显然 的 ， 因 为 dim Ls(V) = 1. 如 在 9.1.6 的 证 
明 中 那样 ， 现 在 来 考察 V 中 的 线性 无 关 元 素 {fz,z'}. 于 是 存在 
KK 中 的 a,a',B 关 0 (它们 仅 与 [z],[z1,[z 十 z 有 关 ), 使 得 


我 们 现在 来 把 前 面 的 结果 推广 到 V 上 的 射影 空间 P(V) 上 
去 . 

定理 9.5.8 设 V 是 一 个 向 量 空间 ， dim V=n+1, 光 
是 一 个 本 性 的 对 称 双 线性 形式 .于 是 在 P= P(V) 的 射影 子 空 
间 的 集合 U(P) 上 可 定义 一 个 配 极 


1:U(P)— UP); Lo C- 


如 果 C = PLD) 则 C = P(U*). 上 是 一 个 具有 下 列 性 质 
的 双 射 : 


6 存在 看 p 的 一 个 射影 参照 系 Q = {po…… ,pn,e}, 使 得 
{pi} 4 {pi}-, 即 对 1 <i<n, 有 {Pj} 十 {pi} = P. 这 里 C 二 Ad 
代表 由 LL 和 MM 所 生成 的 子 空间 ， 即 它 是 所 有 包含 CZ 和 M 的 子 
空间 的 交集 . 

配 极 仅 依 赖 于 工 , 中 的 1 维 子 空间 [|]. 

证 明 : 这 得 上 自 9.5.4, 9.5.7 及 dm P(U)= dim U1. 口 

注解 9.5.9 我 们 已 经 借助 于 一 个 本 性 形式 we L(V) 去 
定义 了 配 极 . 一 般 地 ， 人 们 能 把 它 理解 成 一 个 从 ZW(P) 到 其 目 
身 的 、 满 足 9.5.8 中 性 质 1 到 6 的 双 射 , 有 这 样 的 问题 : 这样 的 
配 极 是 否 总 是 由 本 性 形式 用 上 述 的 方式 诱导 出 来 的 ? 

如 果 我 们 把 对 称 双 线性 形式 换 成 一 般 的 (7)- 对 称 双 线性 
形式 ， 那 么 答案 是 正确 的 ， 这 里 (-) :天 一 天 是 天 的 一 个 对 
合 目 同 构 ， 而 且 需 要 将 Wy z) = W(z,y) 换 成 V yz) = w(z,y). 
在 6.1.11 中 所 定义 的 基 域 为 C 的 向 量 空间 上 的 数量 积 表示 了 
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这 种 (-)- 双 线性 形式 的 一 个 例子 . 我们 能 将 这 种 看 法 作为 我 
们 开始 进行 讨论 的 基础 . 

定义 9.5.10 所 谓 P=P(V) 上 的 一 个 (本 性 的 ) 二 次 型 
Qu = Qu(y) 是 指 V 上 的 一 个 本 性 对 称 双 线性 形式 少 的 零 上 后 集 


2. p < u(y) 意味 着 {p) C {p}-, 或 者 简 记 为 ， pEp-. 

3. 由 %(z,z) = 0 可 得 出 对 每 个 a € K, 有 YW(az,ar) = 0. 
今后 也 称 {w(z,z) = 0} 为 V 中 的 锥 . {wl(z， 一 = 0} 可 能 仅 由 
0 eV 构成. 在 这 种 情形 下 ， 自然 有 Qu() = 

例 9.5.12 ， 


A 能 视 为 L,(K"+!) 中 的 元 素 . det4 夭 0 意味 着 上 述 形式 是 本 
性 的 . 
对 一 般 情 形 这 是 典型 的 ， 因 为 当选 取 了 V 中 的 一 组 基 B 
， 由 其 所 确定 的 多 的 基本 矩阵 为 4= Gp(w) ( 见 7.4.3), 于 是 
Ma Jy) 大 用 Bp(z) A'Bp(7z) 来 给 出 的 . 


的 解 给 出 . 这 个 方程 组 的 秩 是 !+1. 于 是 方程 组 的 解 空 
数 为 (nn 十 1) 一 (1 十 1) 二 nn 一 1,， 见 2.6.7. 
射影 二 次 型 的 标准 形 的 导出 是 特别 简单 的 : 
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定理 9.5.13 设 Q 是 了 = P(V) 中 的 一 个 本 性 的 二 次 
型 ， dim V=n+t+l>2. 于 是 V 具 有 一 组 基 DD = {do,…… ,dn}， 
使 得 在 Bp :Y 一 K"t11 下 二 次 型 Qu 可 用 


来 描述 ， 这 里 a; 可 相 老 一 个 任意 的 因子 a 尖 0. 
人 能 做 到 对 所 有 i, 有 ua = 1. 当天 = 及 时 ， 存 


证 明 这 可 直接 地 得 自 1.4.2 及 rg Y=nt+l. BK=R 
时 ， p 的 唯一 确定 性 得 目 6.5.11. 口 
活 : 显然 7.4.2 也 给 出 了 非 本 性 的 二 次 型 的 标准 表示 .在 
这 里 我 们 将 一 个 对 称 双 线性 形式 关 0 的 零 后 集 {vw(z,z) = 0} 
在 P(V) 中 的 象 理 解 成 也 许 不 具有 最 大 秩 数 . 
例 9.5.14 1. 对 实 射影 平面 ,存在 着 下 列 二 次 型 方程 ; 


，zZ2 十 内 一 好 一 妇 =0 : Qu 是 单 叶 双 有 曲面 型 . 


可 参见 9.5.16, 在 那里 我 们 研究 了 射影 二 次 型 与 仿 射 二 
间 的 联系 . 

义 9.5.15 设 Qu 是 一 个 用 形式 定义 的 二 次 型 . Qu 
在 上 启 q9 € Qu 处 的 切 超 平面 TQw 定 义 为 {9}-. 即 7Qw 是 配 极 
于 {外 的 空间 


次 型 
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命题 9.5.16 ” 设 % 是 六 上 的 一 个 本 性 对 称 双 线性 形式 . 
用 1 来 记 在 P= P(V) 上 由 此 所 定义 的 配 极 ， 用 Qw 来 记 由 少 所 
确定 的 二 次 型 . 

1. Qu 是 由 满足 qe {gq}- 的 ge 好 所 构成 . 

2. 设 gq = P(U) e Qu. 于 是 UCU+t. 如 Ut+ 是 退化 的 ， 

| U-+ 的 零 空 间 是 U. 

了 征明 : 对 1.: 见 9.5.11. 

对 2.: U = ULLCIL 意 意味 着 UNUl 是 yw| UV- 的 等 空 间 ， 
见 定 义 7.4.1.3. 

我 们 以 研究 射影 空间 九 和 仿 射 空间 .4 cP 中 的 二 次 型 之 
间 的 联系 来 结束 本 节 . 下 述 考虑 对 非 本 性 的 二 次 型 也 可 进行 
定理 9.5.17 设 P 了 P=P(V') 是 一 空间 . 考察 
刀 中 的 一 个 超 平面 P- 一 PC) 以 及 由 此 所 全 的 人 身 s 间 A = 
PP\Pw. 于 是 P(A) = 
设 在 V' 上 给 出 了 一 沾 本 性 的 双 线性 形式 多， 用 上 来 标记 
由 此 所 定义 的 配 极 ， 用 Qw 来 记 所 从 属 的 二 次 型 . 

1. 如 果 P 不 是 Qw 的 切 超 平面 , 则 Qun A 是 一 个 7.4.10 
中 的 41 型 的 秩 为 nn 的 二 次 型 ， 精 确 地 说 ， 存 在 着 一 个 射影 参 
照 系 Q = {qo,… ,qn,e}, 其 中 go € A, 对 i > 0, gi; € Pw, 使 得 在 
V' 的 从 属 的 基 D = {do,… ,dn} 下， 二 次 型 Qw 的 方程 可 用 


> ,ait? = 6&, 对 所 有 的 oi 夭 0 ] 


给 出 . A 中 的 皮 有 坐标 (1,&1,:… ,én). 

2. 如 果 Po 是 Qw 的 切 超 平面 ， 则 Qun 4A 是 一 个 7.4.10 中 
的 BB 型 的 秩 为 n 一 1 的 二 次 型 .精确 地 说 ， 和 存在 着 也 的 六 个 射 
影 参 照 系 Q = {tgo,……… , qn, e}, 其 中 q € A,gi EPw, 对 1 < 和 和 <n 
使 得 在 V' 的 从 属 的 基 D = {do,… ,dn} 下 ,二 次 型 Qu 的 方 幅 可 
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给 出 ， 对 Qun A 中 的 点 ， 我 们 能 令 &0 = 1. 

3. 对 K = C 或 K = RR 的 情形 ， 还 能 对 a; 做 出 如 7.4.10 中 
的 特别 的 假设 . 

证 明 : 对 1, 这 时 小 V 是 非 退 化 的 ， 于 是 V = V 十 TY 
yy 定义 了 一 个 二 次 型 ， 即 Qu = QunP-. 按照 9.5.13, 存 
在 V 的 一 组 基 DD = {di,:… ,dn}， 使 得 Wd ai) = Bi ij. 设 do 是 
V-- 的 基 . vw(do,do) 关 0. 我 们 用 -Ja 让 来 替代 这 样 就 


得 出 结论 . 

对 2, 这 时 V+ CTY. 按照 9.5.16, Y- 是 旭 站 的 零 空 间 ， 
dim y- =1. 设 W 是 V- 在 V 中 的 补 . 于 是 存在 W 的 一 组 基 
{di,… ,dn-_1}, 使 得 (di,d;) = ai6i;, 其 中 ai 天 0，(1<27 < 

n— 1). 考察 2 维 空 s 间 W+. Vi=W+W+ 和 YcCWu+t. 设 d 册 是 
V-- CV 的 基 . 于 是 存在 W- 的 一 组 基 {do,dn}, 使 得 (do,d) = 
-1W%(do,do) = 0， 因为 是 非 退 化 的 ， 且 Vi+ =V, 所 以 总 存 
在 一 个 由 & V'\V, 使 得 %(d,d) = -1. 现在 令 do = 由 ++Bdr， 
其 中 8 二 Meo do) 站 
名 到 9. 5.18 设 A= A(V) 是 一 个 n 维 仿 射 空间 ， PP = 
AUPi (A ) 是 其 出 影 扩张 . 

.4 中 的 满足 7 = 7n 的 7.4.10 中 41 型 的 二 次 型 Qu 在 
六 上 叭 一 地 确定 了 一 个 二 次 型 Qu, 且 满 足 Qun4 = Qu4. 而 
P-(4) 不 切 于 Qu. 


确 地 说 , 如 果 Qu 在 一 个 仿 射 参照 系 P 下 用 > ost? =1 


给 出 / 则 Qu 在 按照 9.2.9 由 此 仿 射 参照 系 所 确定 的 射影 参照 
系 @ 下 的 方程 为 ~6 十》 aié? = 0. 
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2. ea 10 中 B 型 的 二 次 型 @v4 在 
P 上 唯一 地 确定 了 一 个 二 次 型 Qu, 且 满 足 Qun A= du. 
精确 地 说 ， 如 Do 直 - 个 仿 射 参照 系 己 下 用 六” ait = 
2& 给 出 ， 则 ou 在 由 此 仿 射 参照 系 所 确定 的 射影 参照 系 @ 下 的 
方程 为 一 26o6 十 > Qiéf = 0. 

企 明 : 这 得 目 关 于 PP 的 仿 射 坐标 (&1,… ,和 6) 与 关于 Q 的 射 
影 坐 标 (6 如 ,&) 之 间 的 关系 ， 见 9.2.9. 

例 9.5.19 考察 实 射影 平面 P. 由 9.5.14.1, 二 次 型 Qwv 尖 
06 仅 存 在 唯一 的 一 种 类 型 ， 它 可 用 z +% -zz = 0 来 描述 . 


现 设 9 = Pu 是 好 中 的 一 条 直线 . 设 4A = PP 是 由 此 
所 确定 的 仿 射 平面 ， 如果 9 = Pu 不 切 于 @vw, 将 一 个 坐标 用 1 
尺 入 ， 则 定义 了 Qun A: 对 z = 1,z' = 7z,y = y, 我 们 得 到 了 
Z“ 十 多 =1, 即 一 个 圆 . 

对 y = 1,z' = y,z' = 2, 我 们 得 到 了 zx 一 y* = 1, 即 一 条 双 


曲线 . 
如 果 9 = Pw 切 于 Qu, 则 令 
， y+z A 
rT 一 2Z， -万 Vy， ] . 


于 是 我 们 得 到 xz* = 2y, 即 一 条 抛物 线 . 
我 们 能 解 产 如 下 ; 饥民 为 仿 射 空 
rT yy 2 


面 , 平面 中 的 仿 射 二 次 型 得 目 此 平面 与 私 面 的 交集 
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x 间 ， 


将 它 与 8.6.14 作 比较 ， 我 们 在 那里 已 导入 了 欧 氏 平面 中 
二 次 型 的 类 似 结 果 . 因为 存在 着 比 仿 射 二 次 型 更 多 的 欧 氏 类 
， 所 以 在 那里 的 推导 目 然 要 花费 更 多 的 精力 . 
例 9.5.20 按照 9.5.14.2, 对 实 3 维 射影 空间 PP 中 的 非 
退化 二 这 到 ， 他 在 省 两 种 奖 至 : 


我 们 首先 考察 类 型 (1). 设 P。 是 一 个 平面 ， 它 不 与 @v 相 
切 ， 我 们 将 一 个 坐标 用 1 人 代入， 就 定义 了 4 = P\P- 中 的 一 个 
二 次 型 Qun .4. 存在 着 两 种 情形 : 


对 (ID 型 ， 我 们 可 类 似 地 得 到 : 如 果 P 不 切 于 @vu, 则 
r+y -z=1 单 叶 双 曲面 
如 果 P 切 于 Qu,， 则 
z 一 y 二 2z : 双 曲 抛物 面 . 


引 理 9.5.21 ” 设 Qu 是 射影 直线 9 上 的 一 个 二 次 型 ， 它 
由 两 个 不 同 的 后 + 和 s 所 组 成 设 pe 9 与 + 和 s 是 不 同 的 . 于 
是 如 果 p 是 配 极 于 9 的 点 ， 则 有 DY (p,q,"7,s) = 一 
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汪 : 在 射影 直线 上 ， 二 次 型 或 者 是 空 集 ， 或 者 是 由 一 点 或 
两 点 所 组 成 . 

征明 : 因为 {p,q,s} 是 一 个 射影 参照 系 ， 所 以 我 们 能 用 形 
如 {Zz,y,z 十 y} 的 齐 次 坐标 来 描述 {p,q,s}. 于 是 Qw 可 用 儿 按 下 
面 的 方法 表 出 : 


V(r,7) = p(y,y) = Vr,y) = 0, 


于 是 
0= yr+Yy,T+Yy) = V(r —Yy,7— yy). 


即 z 一 y 是 配 极 于 z 十 y 的 扣 ， 现在 可 应 用 9.4.4.1. 口 

用 此 方法 可 得 出 

定理 9.5.22 议 Qi 是 射影 空间 中 的 一 个 本 性 的 二 次 
型 .考察 p 4 Qu 以 及 与 其 相配 极 的 超 平面 {p}~ = XH. p 4 X. 
于 是 关于 偶 (p,X) 的 镜 射 o = ol(p, XH) 将 二 次 型 Qu 映 至 上 自身 . 

证 明 : 考察 一 条 过 p 的 直线 9. 有 9Nn Qu= {r,s},r zs. 
于 是 {7,s} 是 9 上 的 所 诱导 的 二 次 型 . 设 9n X= {g}. 于 是 q 
是 9 上 的 与 p 相 配 极 的 点 ， 按照 9.5.21,，DYV (p,q,",s) = 一 1 
于 是 按照 9.4.14, clr) = s. 如 果 Qun 9=f{9}), 则 9 CTQuv， 
见 9.5.19. 于 是 gq € WH,o(g) = 9. 口 

注解 9.5.23 ”借助 于 9.5.22, 配 极 于 p 4 Qw 的 点 q € {p}- 
可 按 下 述 方法 去 构造 ， 如 果 gq 总 位 于 过 p 的 ， 上 且 与 Qu 相交 一 
条 直线 9 上， 那么 : 

如 果 9NnQw = {9}), 则 gq € {p}-. 如 果 9NQu= {r,shr@zs， 
则 gq € {p}+ 是 关于 "7,s,p 的 第 四 调和 点 .这 可 按照 9.5.17, 借助 
于 完全 四 边 形 来 确定 一 一 注意 ， 我 们 现在 用 {r,s PP 
9.5.17 中 的 {p,qg,"7,s}. 


习题 
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1. n 维 同 量 空 间 V 上 的 射影 空间 P(V) 能 锌 解释 为 V\{0} 
上 关于 下 述 等 价 关 系 入 的 等 价 类 的 集合 :”z ~ y, 如 果 存 在 一 
个 Ee K, 使 得 z = My. 于 是 由 典范 射影 p :V\{0} 一 P(V), 在 
P(V) 上 就 诱导 了 一 个 拓扑 WC P(V) 是 开 的 ， 如 果 p-1(U0) 是 
开 的 ). 证 明 ”P(V) 是 紧 臻 的、 连通 的 . 

2. 射影 空间 P(C“) 是 同 胚 于 2- 球 面 5S2 = {x22 十 2? 十 zx2 = 
1} C R*. 对 此 可 利用 映射 


H:S3—» 5S?,; H(z,w) = (2zw, |z|? ~ |w|’), 
p:S3— PC); p(z) = [2]， 


并 证 明 ; 由 p(z) = p(y) 可 得 出 H(z) = H(y). 

3. 确定 具有 两 个 元 素 的 域 Z 上 的 射影 平面 P(Z2) 的 点 的 
个 数 和 直线 的 条 数 . 在 R 中 给 出 一 一 个 表示 P(Z2) 中 的 点 和 直 
线 的 构图 . 

4. 设 p,g,7,s,t 是 射影 直线 上 五 个 不 同 的 点 ， 则 成 立 


DY (p,g,s,t) DV (g,r,s,t) DV (r,p,s,t)=1. 


59. 设 / 是 射影 直线 中 的 一 个 射影 变换 ， 它 有 两 个 不 同 的 
不 动 点 p,q ( 即 p 头 4, f(p) = p,f(q) =9). 证 明 满足 


k= DV (pqm f(7)) 


的 集合 {b, 大 } 仅 与 有关， 而 与 "无 关 ， 如 果 用 答 阵 (。 。)】 
来 表示 f, 则 {k, 二} 是 方程 


(ad — be)z* — (a*+2bc+d’)z+(ad—bc)=0 


的 根 . 
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6. 射影 直线 中 的 射影 变换 1/ 是 一 个 对 合 ， 如 果 产 = id， 
但 关 id， 如 果 用 矩阵 (4 ) 来 表示 这 样 的 射影 变换 ， 风 


其 迹 a 十 d= 0. 

1. 设 Qu 是 射影 空间 P(V) 中 的 一 个 二 次 型 ， 如 果 P(V) 中 
的 两 点 p 关 9 关于 Bw 是 配 极 的 ， 而 且 如 果 通 过 p 和 9 的 射影 直 
线 与 Qu 的 交集 正好 是 两 个 不 同 的 点 7,s, 则 点 p,q 被 7,s 调 和 分 
割 ， 反 过 来 也 成 立 吗 ”? 

8. 对 实 别 影 字面 中 的 五 个 不 同 的 成 pai = 1,.… ,5,， 存在 

, = 1,... ,5. 

9. 没 Qu 是 射影 平面 中 的 一 个 二 次 型 p, 4,7, st 是 Qu 

上 上 的 点 则 后 Yoon 9 on 9 gsn gp 是 共 线 的 . 
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亏 欧 氏 空 间 相 对 照 ， 存 在 看 两 种 所 谓 的 非 欧 几何 : 双 曲 几 
何 和 椭圆 几何 . 
在 本 节 中 我 们 来 定义 双 曲 空间 . 定义 的 出 发 点 是 一 个 形 如 
V' = RxV 的 同 量 空间 , 在 这 里 V 是 一 个 带 有 数量 积 (，) 的 欧 
氏 空 间 . 由 此 , 用 (，)z| R= 负 的 典范 数量 积 及 (, )L|V=(,) 
在 V' 上 就 定义 了 Lorentz 形 式 (，)L. 
在 六 中 考虑 正 的 开 圆锥 已 = {(é&,z);|z| < 6}. GL(V') 中 
的 使 (， 和 六 个 变 ， 并 使 志 变 全 目 身 的 子 群 筱 称 为 是 Lorentz 群 
LO(V'). 


在 双 曲 空间 Xyp 上 定义 了 一 个 距离 ， 该 距离 在 Lorentz 群 
在 射影 群 P(GL(V')) = Pro(P(V')) 中 的 象 P(LO(V')) 的 作用 下 
是 不 变 的 . 于 是 我 们 将 Pro(P(V')) 的 这 个 子 群 称 为 双 曲 运动 群 
Bew(Hyp)， 它 具有 许多 与 欧 氏 空间 的 运动 群 Bew(Ev) 共 同 的 
性 质 . 
定义 10.1.1 1. 设 V={V,(,)} 是 一 个 维 数 > 1 的 欧 氏 
门 量 空 间 . 令 RxV=V'. 我 们 也 把 RxV 中 的 元 素 (&,z) 写 成 


(£,Y)L 一 ((é, £)), (7,y))L 二 一 67 十 (z, Y) 


来 定义 Lorentz 形 式 ， 显然 这 是 V' 上 的 一 个 非 退 化 的 对 称 双 
线性 形式 . 
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3. 用 {|z| < 年 定义 子 集 忆 CC VV. 定义 一 P 为 -的 集合 


4. 把 形式 (，)L 的 零 空间 {(,)L =0} 记 为 Ki. 
5， 如 UVU' 是 V' 的 一 个 子 空间 ， 则 我 们 用 U' 来 记 U' 关 于 


一 组 基 ， 这 里 d。 E P: (di, d; )L = €i0i;, £0 = —1, ei 一 十 1 (> 0). 

注解 10.1.2 1. P 是 一 个 正 区 域 ， 即 对 PP 中 的 x,y 以 及 
a,B >0, 有 az+ByeP. Pz#0, 它 在 V' 是 开 的 ， 且 带 有 了 欧 氏 
Wi (Z, £) = €° + (2, 2). 

， 零 空 间 KI 是 锥 型 的 ， 即 对 Xe€ Ki, 也 成 立 az € 五 1 
网 亦 见 9.5.11.3. 

3. 在 10.1.1.6 中 ， 我 们 让 ON- 基 的 指标 集合 从 0 而 不 是 
从 1 开始 . 相应 于 此 ,今后 对 疝 量 的 分 量 的 指标 和 短 阵 元 系 的 
指标 偶 也 从 0 开始 ， 除 非 我 们 已 经 明确 地 说 出 例外 的 情形 . 

命题 10.1.3 设 UVcV' 是 一 个 满足 UNP 1 的 子 
空间 .、 于 是 (,)r| VV" 是 UV 上 的 一 个 Lorentz 形 式 . 特别 地 ， 
U'+U' =V';(, )r| UV 是 正定 的 . 

证 明 : 假设 ， 存在 一 个 de U'n PP, 它 满足 (d, dL = -1. 
于 是 加 +[d+=V'. 由 6.5.11 得 出 ，(，, )r| [d+ 是 正定 的 . 利 
用 U'= [d+ [d+ nv 结论 就 可 得 出 . D 
命题 10.1.4 设 Y 关 0 取 自 K', 则 团 nP=0. 

证 明 : 记 Y= (7m,y), 且 土 nm = |y| 关 0. 于 是 


ay| > am 对 所 有 a€ RR. 


由 此 可 得 出 结论 . 口 
与 6.1.8 相 对 照 ， 有: 
引 理 10.1.5 设 B= {bo0,b,… ,bn} 是 V' 的 一 组 基 ,， 上 且 
满足 mo e P. 于 是 正好 存在 一 组 ON- 基 D = {do, di, ,dn}, 使 
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得 


特别 地 ， 对 每 个 有 有 成， ,dh = [bo,... ,bx|. 
证 明 : do 被 确定 为 


是 正定 的 ， 于 是 我 们 能 像 6.1.8 的 证 明 那 样 继 续 进 行 . 口 
引 理 10.1.6 满足 


(f (37), f(y))L = (7,Y)L, 对 所 有 (E,WDEV'xV' (10.1) 


及 f(P)C PP 的 fe GL(V') 的 集合 是 一 般 线 性 群 GL(V') 的 一 个 
子 群 LO(V'), 称 为 Lorentz 群 . 

证 明 : 子 群 判 据 显然 是 满足 的 . 口 

注 : 满足 (10.1) 的 fe GL(V') 所 构成 的 子 群 也 是 ( ，) 不 
变 的 ， 也 称 为 天 于 (，,》 并 的 正 交 群 ， 于 是 人 们 把 它 记 为 譬如 说 
O(R,V). 我 们 让 它 保 持原 状 ， 然 而 在 我 们 上 述 的 命名 的 情况 
下 ， 涉 及 和 群 处 理 时 还 附加 了 遵守 关系 |z| < &. 

Lorentz 群 具有 一 系列 类 似 于 正 交 群 所 具有 的 性 质 . 我 们 
先 证 明 : 

定理 10.1.7 考察 (V'(,)r)，dim V'=n++1. 

1. fe LO(V') 将 一 组 ON- 基 变 为 一 组 ON- 基 . | 
ON- 基 DD 和 D', 正好 存在 一 个 fe 0 使 得 f(D) = 

2. 关于 ON- 基 DD = {do,di,… ,dn}, 基本 矩阵 a) 
具有 形状 


Ein 一 (ei0i)， 这 里 eo 二 一 ],e; 三 十 ] (2 > 0). 
由 此 ， 元 素 fe LO(V') 的 矩阵 表示 4 = B50 fo 用 性 质 


AEi,n’ A= Bi,n, Qo0o > 
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LO(V')~ 是 LO(V') 的 一 个 子 群 ， 且 对 a > 0, 有 LO(V')~ = 
LO(V')~. ZO(V )~> 是 共 恩 于 群 ZO(V dao)， 它 典 范 同 构 于 O(V). 

延明 : 对 1.: 这 能 如 同 8.1.10 那样 被 证 明 . 

对 2.: 基本 和 矩阵 的 形态 得 目 定 义 10.1.1.6. 其 余部 分 如 同 
0.4.16 的 证 明 那 样 被 证 得 . 

对 3.: 对 LO(V")~ 的 子 群 判 据 的 有 效 性 是 显然 的 .如 果 
z, ZY 是 PP 中 的 两 个 元 素 ， 则 由 1., 存在 一 个 ge LO(V'), 使 得 
9q(Z) = az, a > 0. 由 此 ， f(z) = 5 是 等 价 于 gfg (2)= 3. 
最 后 ， 满 足 f((1,0)) = (1,0) 的 fe LO(V') 完全 由 fltoyxv 
所 确定 ， 且 对 (zx,y) EV xV, 有 (f(z), f(y)) = (7z,y). 

我 们 通过 对 照 8.1.19 来 补充 10.1.7. 

5| 理 10.1.8 1. 设 VcCcV' 是 子 空间 ，UV'NP 关 0. 于 
是 关于 7Z 的 镜 射 s = su 定义 为 s|u = 1drr， '; Srrr = 一 ldu， /1)， 
suU' € LO(V'). 

2. 特别 当 codim UV' = 1, 于 是 dim UV'~ = 1 时 ， 则 所 
谓 超 平 面 镜 射 su 允许 有 下 列表 示 : 选 de U'” 使 得 (d,d)L = 1 
于 是 


st (Z) 一 2 一 2(£,d)rd. 


3. 每 个 fe LO(V') 可 表示 为 个 数 < n++1 个 超 平面 镜 射 
的 习 积 . 对 SLO(V') 中 的 元 素 ， 这 些 镜 射 的 个 数 是 偶数 ， 这 里 
n+l1= dimV‘. 

证 明 : 对 1.: 按照 10.1.3, 由 UV'NP 冯 6 得 出 : UV'4+U'=V' 
及 (，)z| 0 是 正定 的 ， 由 此 人 们 断定 sr € LO(V'). 
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对 2.: 人 们 可 验证 su(2) = 这 > (也 dr = 0, su(d) = 
—d. 

对 3.: 我 们 按 8.1.9 中 的 证 明 那 样 进行 ， 因为 我 们 能 假设 
f 关 idv， 所 以 存在 de 已 使 得 f(d) 六 d， 由 于 (f(d) -dg 二 
(f(d) +d 及 Fd+deP, 所 以 从 10.1.4 可 得 出 f(d)-d¢ Ki. 
即 [f( 友 一 d+ 是 V' 中 的 一 个 与 P 相 交 的 超 平面 关于 这 个 超 平 
面 的 镜 射 s, 我 们 发 现 s. f(d) = d， 在 sf| [d] 上 我 们 能 应 用 
8.1.19. 因为 超 平面 镜 射 有 行列 式 为 -1, 所 以 最 后 的 结论 亦 可 
得 出 . D 

现在 我 们 进入 了 本 节 的 实质 内 容 . 
定义 10.1.9 如 在 10.1. 1 中 那样 考察 (V4,)z) 

1. 定义 (V', (， )z) 上 的 双向 至 


P(U'NP) = P(U') N Hyp. 
对 k = 0, 称 此 空间 为 点 ， 对 有 = 1, 称 此 空 
k = 2, 称 此 空间 为 平面 ,对 codim = 1, 称 此 空 同 为 超 平面 
2. 定义 双 曲 运动 群 Bew(XHyp) 为 


P(GL(V')) = Pro(P(V')) 


的 子 群 P(LO(V')). 并 定义 本 性 的 双 曲 运动 群 Bew+(7typ) 为 
P(SLO(V')). 

3. 用 P(K14) = P({(,)r = 0}) 来 定义 P(V') 中 的 二 次 型 
Qur. 也 称 这 个 二 次 型 的 元 素 为 双 曲 空间 的 无 限 远 点 . 因此 我 
们 也 用 Wyp。(Y) 来 标记 这 个 集合 . 

注解 10.1.10 “1. 因为 P 是 开 的 ，U'NP 关 0 意味 着 
U'NP 是 UV' 的 一 个 开 子 集 ， 精 确 地 说 ， 是 UV' 中 的 一 个 正 锥 . 
每 个 子 空间 P(V'N P) Cc XHyp(V) 确 定 了 P(V') 的 子 空 间 P(T). 
因此 我 们 今后 对 这 个 子 空间 也 应 用 相同 的 记号 . 
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2. 我 们 将 在 10.1.15 中 表明 “运动 群 ” 的 命名 是 正确 的 . 
我 们 注意 ， 


P:LO(V') = P(LO(V')) = Bevw(Hyp(V)) 


是 一 个 同 构 .这 是 因为 由 9.1.6.2., HT(V') LO(V') 是 这 个 态 
射 的 核 . deth。 = 土 1 及 ho(P) = PP 诱导 了 a=1. 

3. 在 V' = RxV 上 考虑 一 个 满足 ker ! =V, llnyxv =1 
的 线性 形式 1， 在 9.2.6 中 我 们 已 经 指出 : ”P(V')\P({0} x VV) 
是 一 个 仿 射 空间 A, 它 能 典范 地 恒 同 于 {l=1}= {1}xV. 和 在 
V 上 的 数量 积 ( ，) 把 4A 造成 了 一 个 欧 氏 空间 Ev, 我 们 用 它 的 
异型 了 来 恒 同 它 . 由 此 ， Xtyp(V') = P(P) 对 应 于 V 中 的 开 球 
B={| |< 及 Hypw(V') 对 应 于 边界 90B={| |=1), 于 
是 它 是 V 中 的 单位 球面 S(V). 从 而 Hyp(V) 可 收缩 到 一 点 ， 然 
而 ， 余 集 P(V)\Hyp(V) 可 收缩 至 到 P(A) = P({0} x V) 上 . 
)) 的 这 样 的 一 个 子 群 ， 它 把 “球体 


G = Gpo 是 过 p 和 g 的 射影 直线 当 =g 时 ， 设 9 是 一 条 过 p 的 任 
意 直 线 . 9 与 Hypw 正好 交 于 两 点 和 uw. 于 是 DV (wv,p,9) > 
0, 且 仅 当 p = g 时 DV (wv,v,p,9q)=1. 

如 果 z, y 是 PP 中 的 p 和 gq 的 齐 次 坐标 ， 则 成 立 


] 
| log DV (u， V 也 q)| 


_ 1 |)r|+ VE 下 司 z 区 六 
2 |(z,WL| 一 Vz, WNL — (TF,T) L(Y, YL 
(2, DL| + VE, DL — (F, T) L(Y, YL 
(7, T)L(Y, YL 
(2, YL| 
VF, TLY, DL 


= log 


一 cosh-! 
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et e 一 t 


这 里 cosh- 是 双 曲 余弦 cosh(t) = 


的 限制 . 

证 明 : 设 9 = P(V'), U0 是 一 个 2 维 子 空间 , 且 UNP 关 0. 
按 10.1.3, (,)iiU' 是 UV' 上 的 一 个 Lorentz 形 式 . 对 U’ = [x,， 
我 们 在 (,，)r| UV 的 和 零 空间 KL nV 中 寻找 元 素 X 二 1. 这 构成 
了 两 个 1 维 子 空 间 ， 我 们 能 把 其 基 与 成 az+yY， Bz++y, 这 里 a 


和 6B 是 方程 (az 十 y,Bz 十 外 L = 0 的 解 . 于 是 ap = YDL 


(ZX L 
由 9.4.4.1., 我 们 利用 (ao,ai) = (a,1), (Bo,B1) = (8,1), 
(Yo, 7Y1) = (1, 0)) (0,61) = (0, 1) 发 现 : 


的 反 郴 数 在 上 > 0 上 


如 果 必 要 ， 在 这 里 把 uv 的 记号 互 换 ， 我 们 能 假设 人 > 1. 由 


此 人 们 对 5llog DV (wv,p,g)| 发 现 了 第 二 个 式 子 . 第 三 个 式 子 
得 目 分 母 的 约 化 ， 第 四 式 得 目 cosh 的 定义 . 口 


t 一 
注解 10.1.12 除 cosht 外 ， 也 能 定义 sinht = , 

并 令 smat = tanht; cosat - cotht 通过 计算 人 们 可 验证 ， 
cosht sinht 


sinh(a + b) = sinh a cosh b + cosha sinhb 
cosh(a + b) = cosha coshb + sinhasinhb 


特别 地 ， cosh”t 一 sinh*t=1. 
命题 10.1.13 每 把 p€ XHyp(V') 在 集合 


Hypn = {(é,7) € P;—é° +|z|" = -1} 


中 正好 具有 一 个 齐 次 坐标 . 我 们 称 ?pr = Hypg(V 为 双 曲 空 
间 HUyp() 的 双 曲 模型 . 
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证 明 : 对 Xe P, 考察 由 元 素 一 所 组 成 的 集合 [ 悦 站 
Hypn. 后 口 

汪 : 因此 “ 双 曲 模型 ”的 命名 是 起 源 于 : {一 6&2 二 |z|? = 一 1} 
表示 了 空间 V' 中 的 一 个 双 曲 面 . XHypn(V') 是 这 个 双 曲 面 的 两 
个 连通 分 文中 的 一 个 . 
命题 10.1.14 设 9 是 一 条 双 曲 直线 . 选 pe 9, 且 将 9 
的 两 个 无 限 远 后 中 的 一 扣 标 记 为 正 的 无 穷 远 上 操 . 设 X€ Hypnp 
是 p 的 坐标 ， 且 XY EV' 满足 (3,X')L = 1, (x,X')L = 0, 且 使 得 则 
z 十 XZ 是 正 无 穷 远 后 的 坐标 .于 是 可 把 直线 9 表 成 


tERDT= sinhtr +coshtrz EVD 


精确 地 说 ， 利 用 p(t) = P(z(t)) se Hyp, 有 


] 
zllog DV (v,v,p(0), p(t)| = |t. 


证 明 : 利用 (3(t); 2'(t))L = sinh*t— cosh’t = —1 及 3(0 
7 E HypH， 从 连续 性 可 得 出 Z(t) e HypH. 因为 (2(0), z(t))L 
一 cosht, 其 余部 分 得 自 10.1.11. 
定理 10.1.15 在 双 曲 空间 XHyp = Hyp(V') 上 


DUD 1 


] 
d(p,q) 一 了 | log DV (u,v,p, q)| 


定义 了 一 个 距离 .这 里 u,v 是 通过 p 和 gq 的 直线 9 = 9 的 无 限 
远 点 .这 个 距离 在 双 曲 运动 下 是 不 变 的 . 

三 角形 等 式 d(p,9) + d(q,7) = d(p,7) 仅 当 三 扣 p, 49, 7 位 于 
一 条 直线 上 ， 且 d(p, gq), d(q,7) < d(p,7) 满 足 时 才 成 立 . 

证 明 : 因为 双 曲 运动 + 把 直线 9 的 无 限 远 点 变 至 直线 "(9) 
的 无 限 远 点 ， 按 照 9.4.3, 交 比 在 射影 变换 下 是 不 变 的 ， 于 是 得 
出 dr(p),T(q)) = d(p, q). 
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d(p,q) = d(gq,p) 及 d(p,q) > 0, 且 仅 当 p = gq 时 有 d(p,q) = 0 
是 得 目 定 义 . 于 是 仅 留 下 要 去 验证 三 角 不 等 式 的 有 效 性 . 对 此 
我 们 能 假设 pq 及 q 六 7. 

如 在 10.1.14 中 那样 ， 我 们 把 q 描 述 为 Ye Hypn,， 且 选 满 
是 (Z',Z)L = (Z,Z)L = +1, (Y,2')L = ( 妇 ZZ)L = 0 的 z', ,使 得 
Gpgq = P([y, 2']), Gqr = P(IY,Z]). 由 此 ， Hypnp 中 的 p 和 + 可 表 为 


x = sinh aTZ + cosh ay: 
之 


= sinh 02 十 cosh by, 


且 lol = d(p,9), |b| = d(q,7). 因为 (2',Z)L > 1, 所 以 得 出 


(£,Z)L = sinh a sinh b(3',Z)r — coshacoshb 


> — cosh(a + 5b) 


于 是 利用 10.1.11 中 的 第 四 个 式 子 ， 有 


等 号 仅 当 Z= -多 时 成 立 ， 这 时 P, q, "是 共 线 的 . 口 
系 10.1.16 ”在 10.1.14 中 所 描述 的 映射 te 及 mp(b) = 
P(Lzb)E9 是 一 个 等 跑 ， 特别 地 ， 成 立 


d(p(0), p(t)) 一 oo， 对 上 上 一 十 co. 


定义 10.1.17 考察 双 曲 空间 Wyp = 7yp(Y). 

1. 设 pE Hyp. 所 谓 ?Uyp 在 ?处 的 切 空 间 Tz7typ 是 指 空间 
2 CV', 且 带 有 诱导 的 数量 积 ， 这 里 XE€ PP 是 p 的 齐 次 坐标 . 
称 THyp 中 的 元 为 在 pz 处 的 切 于 HUyp 的 切 向 量 . 

2. 对 7yp 的 一 个 双 曲 子 空 间 C = P(V'nP), 定义 在 pe 
处 切 于 £ 的 切 空间 TL 为 T,Hyp 赂 U'. 
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3. 所 谓 一 个 双 曲 参照 系 (p,D) 是 指 皮 peE Hyp 以 及 TpHyp 
中 的 一 组 ON- 基 DD. 
注解 10.1.18 空间 的 概念 对 于 双 曲 空间 理论 及 其 在 
折 调 从 曼 流 形 的 推广 来 说 是 有 其 根本 的 意义 

对 欧 氏 空间 也 已 经 有 了 切 空 间 . 但 这 里 不 仅 是 其 重要 性 ， 
而 且 它 的 导入 是 不 可 避免 的 . 因为 在 这 些 情 形 下 ， 切 于 Ev = 

Eu(V) 的 切 空 间 7TbEu 是 典范 地 恒 同 于 欧 氏 向 量 空间 V. 

命题 10.1.19 考虑 p € ZX € Hypn. 于 是 对 yz 0, 9~= 
{z+ty; te R} 是 V' 中 一 条 包含 太 f 的 直线 . 

由 此 ，Yy e TbXHypy 现在 等 价 于 9~ 与 “ 双 曲 面 "{ (，, )L =0} 


仅 交 于 扩 2. 
证 明 : 


(E+ty,F+tDL = —1+ 2t(3, NL+t (YDL = -1 
仅 在 t= 0 时 是 等 价 于 强 含 关系 
2($, 办 L 十 t( 记 DL = 二 0 守 t=0. (10.2) 


对 侈 芒 = 0, 按照 10.1.4, 有 (名 办 L 关 0， 且 对 (久久 5 #0， 
(10.2) 是 等 价 于 (7z,WL = 0, 即 y€ T,Xyp. 口 

定理 10.1.20 1. 对 每 一 个 p € WUyp， 双 曲 运 动 站 : 
Hyp 一 Hyp 诱导 了 一 个 等 距 同 构 : 


-LT 一 LpT : 1,Hyp 一 4Lr(p) 刀 VD 


特别 地 ， (7,7T7) 把 一 个 双 曲 参照 系 (p, D) 变 到 另 一 个 双 划 参 
照 系 (r(p),Tr(DD)). 

2. 对 Hyp 的 两 个 双 曲 参照 系 (p, D), (p',D'), 正好 存在 一 
个 双 曲 运动 r, 使 得 (x(p), Tx(D)) = (p', D'). 
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延明 : 注意 ， 可 把 双 曲 运动 ”写成 P(f), 这 里 f € LO(V"). 

于 是 1. 可 得 自 : fe LO(V ) 把 Fe P 变 至 f( 引 EP, 且 把 
可 -等 距 地 变 至 [f (2)]-. 

其 余部 分 得 目 10.1.7.1, 在 那里 我 们 注意 到 ， 《7 (zz) 的 
一 组 ON- 基 D = {do,di,… ,加 } 对 应 于 射影 参照 系 


Ai 


(Pp 一 P(do)， {di, , dn}). 


国 


由 10.1.8, 我 们 有 

引 理 10.1.21 1. 对 Hyp(V) 中 的 每 一 个 k 维 子 空间 /L， 
关于 人 的 镜 射 c = oc € Bew(?Lyp) 是 用 P(su') 来 定义 的 ， 这 里 
Lc =P(U'NP). 

2. 每 一 个 re Bew(Xyp) 可 写成 个 数 < n+ 十 1 的 关于 超 平 
面 的 镜 射 的 习 积 ， 这 里 n= dm Hyp. 如 果 r e Bewt (Xvyp)， 
则 这 些 镜 射 的 个 数 正 好 殉 是 偶数 . 口 


10.2 双 曲 空间 的 共 形 模型 


借助 于 所 谓 的 球 极 投影 ， 双 曲 空间 Kyp = Hyp(V') 的 双 
曲 模型 Wypz 补 映 到 在 V' = R xV 中 的 向 量 空间 V 的 单位 球 
B={| |<1} 上 . 将 yp 的 双 曲 结构 传送 到 B 上 后 ， 就 给 出 
了 Hyp 的 球 模型 Hyps, 也 称 它 为 共 形 模型 . 

后 面 这 个 名 称 起 源 于 : ”HypBs 在 后 4 处 的 切 空 间 T,XHypB 
中 的 数量 积 与 VY 上 的 欧 氏 数量 积 仅 闫 一 个 正 的 因子 . 这 个 因子 
仅 与 wu“ 有 关 . 

Hyps 的 双 曲 子 空间 是 作为 B 与 球面 5,(z) CV 的 交集 而 
给 出 的 ， 它 与 边界 6 = 51(0) CV 正 交 地 相交 .， 

对 于 2 维 双 曲 几 何 ， 信 助 于 实 (2,2)- 和 矩阵 ， 对 本 性 的 运动 
存在 着 一 种 的 特别 简单 的 描述 . 我 们 用 双 曲 三 角 学 的 基本 公式 
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来 结束 丁 . 
命题 10.2.1 考虑 映射 〈 亦 称 为 球 极 投影 / 


u:Hypn B= B(V)={||<1l}cocV. 


来 给 出 . 
定义 10.2.2 定义 Hyp(V) 的 球 模型 Hypp(V') 或 共 形 模 
型 为 球 B=f{| |<1}, 以 及 它 的 用 双 射 u:Hypny 一 B 所 定义 的 
双 曲 子 空间 . 

汪 : 映射 和 把 点 X= (€,z) e XHypH 归 入 过 3X 和 (-1,0) 的 直 
线 与 典范 恒 同 于 V 的 子 集 {0} xV CV 的 交 后 . 


证 明 ; 因为 6+lzP = -1 所 以 (WP = Ts <1 
u 是 一 个 双 射 的 事实 是 得 自 ， 上 述 所 定义 的 映射 是 4 的 北 映 
射 . 口 


命题 10.2.3 Hypn 中 的 一 个 超 平面 可 表 成 形 如 


BN{-6(1 + |ul?) + 2(u,d) =0} 


给 出 ， 这 里 {.…} 是 过 0 e B (如 果 5 = 0) 或 过 球面 5}(5) 的 超 
平面 ， 它 与 B 的 边界 9 = S(V) 正 交 地 相交 
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?yp 的 一 般 双 曲子 空间 的 象 是 这 样 的 超 平 面 或 球面 的 区 
集 . 

证 明 : 如 在 10.2.1 中 那样 , 利用 é(w) 和 z(w), 可 以 将 一 比 十 
(dz) = 0 写成 形 如 -5(1+lu2) +2(wd) = 0. 对 5 = 0, 这 是 超 平 
面 (vw,d) = 0, 否则 就 是 所 述 的 球面 . D 


t ER 及 mm Y(t) = sinh(|lylt)yo + cosh(|y|t)z € Hypn 


是 Hypy 上 的 一 条 曲线 用 Cu 人)| ”去 定义 Towu( 胃 . 我 们 也 


定义 一 个 数量 积 ( ，)u, 这 里 (，) 是 V 上 的 数量 积 . 这 个 数量 


(Tpu(Y), Tpu(2))u(p) 一 (y, Z)L. 


即 映 射 (10.3) 是 一 个 等 距 同 构 . 
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证 明 : 利用 y = (m,y) = 加 (royo)， 有 


u(y(t)) = 1 + no sinh(|Dlt) + cosh( [lt) 


在 t= 0 处 的 导数 给 出 了 


.在 7 "Ttyps 中 的 数量 积 
《， ,和 了 中 的 数量 积 ( ，) 只 \ 差 一 个 因子 一 zy- 于 是 关于 


数量 积 (, )w 的 正 交 群 O(TuXHypp) 能 恒 同 于 正 交 群 O(V). 特别 
地 ， 两 个 线性 无 关 的 同 量 的 夹 角 L(y,z) 与 它们 是 作为 (V,(,)) 
中 的 元 素 还 是 (TpHypBs,(,)B) 中 的 元 素 都 没有 关系 . 因为 这 个 
理由 ， 也 称 Hyps 为 Hyp(V) 的 一 个 共 形 模型 . 

但 是 向 量 y 的 长 度 是 与 人 们 所 考虑 的 数量 积 有 关 的 : 


ylv 一 (VY, VY )u 一 


为 了 描述 Hyps 的 双 曲 运动 群 Bew(XHyps), 我 们 需要 欧 氏 几何 
中 的 一 些 概念 和 结果 . 

定义 10.2.6 考虑 VV 上 的 欧 氏 空间 Ew = Ev(V). 设 9o(o) 
是 Eu 中 的 一 个 球面 ,定义 Sp(o) 关于 上 皇 p E Ev 势 为 


Po(Sp(0)) = lp — of? —p?. 


汪 : Po(So(o)) < 0 意味 看 |p 一 ol < p, 即 p 属 于 球面 的 内 部 
Bj,(o). Po(Sp(0)) = 0 意味 着 p € So(o)， 而 书 (9o(o)) > 0 意味 看 p 
属于 球面 的 外 部 Eu\Bj(o). 

命题 10.2.7 1. 设 5,(o) 为 一 个 球面 ，7p 为 一 个 点 . 对 
每 条 过 p 且 与 5。(o) 相交 的 直线 9, 成 立 9n 56(o) = {9q,q}, 在 
这 里 g=9 是 允许 的 . 而 且 


=P(Sp(0)) = |p—ol -pi. 
p'( De 


lo' 一 ol?=p? + po 或 者 PBS, '(0')) = p* 或 者 Po(SG(o)) = 
证 明 : 对 1. 令 2 二 2 m= 二 g 和 gq 的 中 点 ， 因 此 


q—p=(m—p)+(q—m), 


/ 


q -p=2m-q—-p= (m7p)-— (gq—m), 
于 是 


(q—p,q —p)=|m—pl -lq mml’ 


=|o—pl -|m—ol -la—ml’ 


= |o 一 中 一 p” = Po(Sp(0)). 


对 2.: 5S,(o) 与 $y.(o') 正 交 地 相交 意味 着 


定义 10.2.8 选取 o€ Eu 及 p>0. 称 上 映射 


1 一 ?opo2 :Eu\{o} > Eu\{o}; pO p (p 一 oj 二 o 


Ip— ol’ 
为 天 于 球面 9p(o) 的 反 演 . 
引 理 10.2.9 考虑 反 演 i = iopz :Eu\{o} 二 Eu\{o}. 
1. ioi= 1d. 


2. 如 果 L 是 EL 的 一 个 子 空间 ， 且 o EL, 则 ic\fo} 是 关于 
球面 9p(o) mc 的 反 疙 . 


3， 不 含 o 的 球面 5,(p) 在 i 下 的 象 是 半径 为 下 i my 


2 


、 F D 一 0) 十 0o 有 的 球 思 . 
中 心 为 BSG ) 十 o 的 球面 


于 是 可 以 得 出 ， 把 So(p) 变 至 其 目 身 的 充 要 条 件 是 
P,(So(p)) = pp”, 


即 So(p) 与 球面 Sp(o) 正 交 地 相交 . 
4. 设 So(p) 是 一 个 仿 o 的 球 固 . 于 是 5。 (p)\{oj 在 ;下 的 象 是 


一 个 超 平面 ， 它 的 方程 是 一 个 形 如 {(g 一 oz) = 2 } 的 Hesse- 
方程 ， 反 过 来 ， 不 含 o 的 超 平面 在 i 下 变 为 球面 5 (p)\{o}. 
证 明 : 对 1.: 这 易于 验证 . 
对 2.: 这 得 自 i 的 定义 . 
对 3.: 设 忆 (So(p)) =|o 一 pl? 一 0? 关 0. qe So(p) 意 味 着 


lq—ol*+2(q—o,0—p)+|o—pl = (10.4) 
利用 (go) = (i(g) -0) 及 (qo)lil(g) -ol = p?, 由 
(10.4) 得 出 
p% p” 


于 是 已 (So(p)) = p? 的 充 要 条 件 (按照 10.2.7.2, 即 Sv(p) 和 So(o) 
正 交 地 相交 的 充 要 条 件 ) 为 上 面 的 方程 又 表示 了 原先 的 球面 . 
对 4.: 当 lo- pl = 02 时， 把 (10.5) 写成 形 如 


六 十 2(i(q) 一 oo 一 P) =0 


这 是 一 个 超 平面 方程 。 二 一 ”= 


的 单位 向 量 . 由 此 我 们 得 出 了 对 超 平面 方程 的 所 给 出 的 标准 形 
式 . 口 
定理 10.2.10 考虑 关于 超 平 面 和 姑 C XHwypyp 的 镜面 反射 
o = on. 根据 X= {(%,d)r = 0} 中 d= (0,d) 或 者 d= (6,d), 且 
5 > 0, u(H) 相应 地 是 超 平面 {(w,d) = 0} 或 者 球面 5}(5) 在 B 上 
的 限制 . 开征 uoou” 是 关于 超 平面 {(u,d) = 0} 的 镜 射 或 者 是 
关于 2 8) 的 反 注 


利用 
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这 成 为 


aa+(B(G+l 人 一 25(w 罗 ) 
“oo 一 下 5T 二 35 
因 为 
6* (1 十 | 人) 一 20 (u, d) 一 0 一 “一 1, 
这 能 与 成 
~ -Fs sd 
uoo(7z) = 2 十 一 1 时 ,二 (人 人) 
02|u — sl 


引 理 10.2.11 1. 设 姑 是 Hyps 的 一 个 超 平面 ,根据 
X= {(u,d) = 0}nB 或 者 区 = 5,(z)nB, 关于 ZH 的 镜 射 ox 是 关 
于 对 的 欧 氏 镜 射 或 者 是 关于 So(z) 的 反省 . 

2. HypB 的 双 曲 运动 群 


是 由 超 平面 镜 射 所 生成 的 ， 精确 地 说 ， 73yps 中 的 每 一 个 运 


动 可 表 成 个 数 < n++1 的 关于 超 平面 的 镜 冉 的 来 积 ， 这 里 n= 
dim Hyps = dm B. 


证 明 : 这 是 10.1.21 在 应 用 10.2.10 下 的 翻版. Cj 
例 10.2.12 ( 双 曲 平面 ) 借助 于 复数 ， 现 用 B = {|z| < 
1} 来 描述 双 曲 平面 的 模型 Hyps. 


于 是 一 条 双 曲 直线 是 用 BN Sp(c); 1+p” = |cl > 1 或 者 用 
BN {argz = Q} 给 出 的 .关于 这 条 直线 的 镜 射 分 别 相 应 于 
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(10.6) 


每 个 形 如 (10.6) 的 变换 代表 了 一 个 本 质 的 双 曲 运动 ， 即 
一 个 运动 可 写成 两 个 直线 镜 射 的 乘积 . 对 b= 0, 这 是 显然 的 ， 
见 8.1.22. 对 5b 关 0, 我 们 把 (10.6) 写 成 


按照 10.2.4., 1., HYypB 中 的 数量 积 为 
4( ，/ 


(1 — |zo0|2)2 


这 里 (，) 是 欧 氏 数量 积 . 
一 个 运动 (10.6) 可 用 和 矩阵 ( 2 ) 来 描述 ， 这 个 矩阵 可 
被 确定 到 只 差 一 个 因子 +1. 人 们 容易 验证 ， 两 个 运动 /7 近 


/ 


(10.6) 用 矩阵 (是 2 ) 和 (多 名 ) 表 出 的 两 个 运动 站 的 乘 


a 


积 77 可 用 乘积 算 阵 (多 2) ( 2 ) 来 描述 
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(a+a)— (1b— wb) 


这 里 a, 8,y,5 是 实数 ， 且 行列 式 为 1 即 用 元 素 三 (i |) 进 
行 共 罗 ， 群 避 同 构 于 群 SL(2,R): 


sD) -ae 


由 此 可 证 明 : 
定理 10.2.13 对 dm V'=3, 本 性 的 双 曲 运动 群 


SLO(V') = Bewt (Hyp(V')) 
同 构 于 群 
PSL(2,R) = SL(2, R)/{i+ ( 1 上 


口 

注解 10.2.14 上述 的 满足 AE1,2:4 = Ei,2, det A =1 的 

实 (3,3)- 窍 阵 4 的 群 与 群 PSL(2,R) 的 同 构 是 在 线性 群 ， 即 捧 
阵 群 之 间 极 少 的 同 构 中 的 一 个 例子 . 

我 们 欲 将 这 个 同 构 以 直接 的 、 代 数 的 方式 来 导出 . 为 此 

我 们 在 向 量 空 间 了 及 上 导入 一 个 乘法 关系 ， 类 似 于 8.4 中 四 元 
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数 的 定义 那样 我 们 注意 ， 带 有 其 连接 关系 的 卫 是 同 构 于 
复 (2,2)- 矩阵 的 环 L(C?; C2) 中 的 矩阵 5 的 集合 ， 注 


意 ， 我 们 把 这 个 集合 理解 成 R 上 的 、 届 不 是 上 的 向 量 空 
入 科 得 到 了 同 物 ， 这 里 ， 我 们 护理 的 其 1， 证 对 应 二条 了 


(Go Do 3 oi 0)? 


我 们 用 {1,i,7,K} 来 标记 R44 中 的 典范 基 ， 对 这 些 基 元 素 ， 
假设 乘法 关系 是 用 表 


1 
i | i -1 k -j 
j | -k 1 -i 
k | k j] i 1 


来 定义 . 我 们 利用 双 线 性 性 质 把 乘法 扩张 至 整个 R 上 ， 且 把 
如 此 定义 的 非 交 换 环 记 为 了 H. 

类 似 于 前 面 将 互 描 述 成 环 ZC ;C ) 的 一 个 在 及 上 的 子 代 
数 , 我 们 也 能 把 互 描述 成 一 个 这 样 的 子 代数 , 为 此 把 基 {1,i 志 全 
与 烛 阵 


相对 应 . 
但 是 ， 对 五 也 可 能 去 建立 一 个 与 所 有 实 - (2,2)- 和 矩阵 的 环 


Ar。 Aeroe 


L(R?; R?) 的 同 构 8B. 为 此 将 {1,i,j,k} 映 至 


(0 no) o) lo 3)? 


人 们 立即 可 以 验证 ， 四 个 构造 出 来 的 矩阵 正好 满足 上 述 
的 来 法 表 . 


B(a + Pi+ 7j 十 5k) 一 (和 < 


各 包含 及 作为 子 域 , 在 这 里 我 们 将 直 中 的 元 素 al 十 0i+0j 十 Ok 
与 ce 及 恒 同 .我 们 把 这 样 的 元 素 也 简写 为 a. 用 


d=a+Bi+y+k =a- Pi-y—- dk 


: )°o(-)= id 于 是 ， 99 = 
oa? +B2 一 yy? 一 562 = det B(9). 在 R“* 全 HH 上 我 们 已 经 用 


给 出 了 一 个 非 退 化 的 对 称 双 线性 形式 ， 用 工 来 记 互 的 子 空间 
{a =0}. 即 re 工 < 全 FF= -六 用 Hi 来 记 满 足 对 = 1 的 元 
素 9 的 乘法 群 . 在 鲁 : 互 . 玫 L(R?;R?) 下 ， 与 特殊 线性 群 
SL(2: RR) 恒 同 

选取 2 维 向 量 空间 V 中 的 一 组 基 后 , 双 曲 模型 Hypn (Rx 
V) 与 集合 


LNHJN{B>0}={ 仍 =1,a=0,p> 0) 
恒 同 . 
与 在 8.4.5 中 类 似 ， 我 们 现在 把 每 个 ge Hi 与 Hypa 的 运 


p(9) :FT € Hypv Fy 和 Fe3typv. 


人 们 可 以 验证 , 借助 于 7 有 979 Ee Hi1n{6 > 0}. 因为 p(1) = id， 
由 连续 性 可 得 det p(9) = 1; 注意 ， Hi 是 连通 的 . 于 是 我 们 已 
定义 了 一 个 群 态 射 


p: Hi SL(2,R) 一 Bewt (Hyps). 
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如 人们 在 8.4 中 指出 的 那样 ， 有 ker p= 土 1. 

为 了 看 出 p 是 满 射 ， 只 需 证 明 ， lm p 包 含 了 关于 点 的 镜 
射 , 于 是 也 包含 了 它们 的 乘积 , 以 及 环绕 点 li e ?typz 的 旋转 . 

如 果 ge LNHi, 于 是 4 = 人 p( 弛 ) = p(-1) = id, 但 是 
p(g) 关 1d. 即 2(g) 是 关于 具有 齐 次 坐标 4 的 反 的 镜 射 ， 

如 果子 = a+ 质 < 站,， 称 其 为 (ou 8) = (cossin 骨 .pg 多 = 
i, o( 们 (j) = = CoOS 20j + sin2gpk, p(9)k = 一 sin 20j 十 cos 24k. Bp p(q) 
是 环绕 具有 齐 次 坐标 i 的 点 的 旋转 . 
例 10.2.15 (Poincaré 半 平面 ) 


C 中 单位 圆 内 部 与 所 谓 上 半 平 面 OH 的 一 个 双 射 是 用 


借助 于 J, 我 们 由 此 得 到 了 双 曲 平面 的 一 个 进一步 的 模型 ， 我 
们 也 用 XHypon 来 记 它 ， 且 用 Poincare 来 命名 它 . 

在 Hypon 中 的 直线 是 由 属于 OH 的 ,， 且 与 OH 的 边界 
{ lm w = 0} : 正 交 地 相交 的 半圆 ， 以 及 与 边界 正 交 的 直线 所 
组 成 . 

在 10.2.12 的 结尾 处 导入 的 关系 


( - 亡 7)D 万 7 — SL(2,R) 


正好 意味 着 Hypon 中 本 性 的 双 曲 运动 具有 表示 
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我 们 用 双 曲 平面 中 的 三 角 学 的 基本 公式 来 结束 本 市 . 

定义 10.2.16 设 Hyp 是 一 个 双 曲 平面 . 

1. 所 谓 XHyp 中 的 一 个 三 角形 abc 是 指 不 属于 同一 直线 的 
二 点 a, b, c. 称 a, b, c 为 三 角形 abc 的 顶点 . 

2. 三 角形 abc 的 边 4 是 由 满足 d(b,p) 十 d(p,c) = d(b,c) 的 扣 
pe Gec 所 组 成 定义 A 的 长 度 |4| 为 d(b,c). 边 B, C 及 其 长 度 
B|, |C| 可 相应 地 定义 . 

机 在 顶 所“ 的 切面 7 7yp 中 ， 长 为 1 中 的 回 量 rob 做 宪 


量 zoc ET ,Hyp 相 应 地 定义 为 Xac(0), 这 里 zs.(t) 是 直线 Gac 的 
参数 化 ， 且 满足 X64.(0) = a, Zoc((d(a,c))= 5c. 

在 项 后 a 处 的 角 a 定 义 为 在 具有 数量 积 (,)。 的 欧 氏 平面 
Toyyp 中 的 角 人 (zcozac). 在 b 和 c 处 的 角 B 和 YY 相应 地 分 别 定 
义 . 

与 8.5.3 相 对 照 ， 我 们 有 

5 引 理 10.2.17 设 abc 是 双 曲 平面 中 的 一 个 三 角形 . 

1. cosh 1C| = cosh 14| cosh |B| ~ sinh |4| sinh |B| cos 7. 


( 双 曲 余弦 定理 ) 
2. 当 > = > 时， 则 cosh |C| = cosh |Al cosh |B1, 


( 双 曲 的 勾 股 定理 ) 


tanh |A| = tanh|Clecosb; tanh|B|= tanh|C|cosa. 
sinh |4| = sinh |C|sina; sinh|B| = sinh|C|sinb. 


3. sina :sinp :siny = sinh|A|: sinh|B|: sinh |C|. 
( 双 曲 正弦 定理 ) 
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证 明 : 对 1.: 设 Ye7typp 为 c 的 坐标 .按照 10.1.14,a 和 8 
在 Hypp 中 的 坐标 和 yy 可 写成 如 


= cosh |B|z + sinh |B|F': 
y = cosh |Alz + sinh |Al|y. 


对 2.: 第 一 个 方程 得 自 1., 对 7 = = 
由 cosh1B| = cosh|A|cosh|C| 一 sinh | 和 |sinh |C|cos 6, 由 此 在 
10.1.12 的 应 用 下 得 出 : 
(cosh |A| — 1) cosh |B| 
sinh |4| sinh |C| 
sinh |4| cosh | 已 | 
sinh |C| 
tanh |4| 
”tanh1Cl 
sinh |Clcosh |A| -cosh” Csinh 14| 
sinh“ |C| cosh’ 14| 
sinh* |C| — cosh |B|sinh” |Al 
sinh” |O| 
”一 1+cosh- Bl 
sinh |C'| 


对 3.: 首先 我 们 注意 ， 正 好 存在 一 条 过 c 的 直线 Lc, 它 与 
Cab 正 交 地 相交 . 称 L 与 Cab 的 交点 为 c 在 Cab 的 垂 足 点 Le. 
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cos b= 


sin“ 0 = 


cal。 及 bcl。 是 在 1 处 角 为 = 的 三 角形 .按照 2., 有 
sinh |B|sina = sinh(d(lc, c)) = sinh |A| sin CO 


注解 10.2.18 由 双 曲 三 角形 的 前 述 公 式 导 出 了 对 欧 氏 
三 角形 的 公式 8.5.3， 人 们 将 式 中 的 双 曲 函数 用 Taylor 级 数 代 
入 ， 且 比 较 两 边 的 第 一 个 非常 数 项 .注意 : 


cosht =1+ 二 sinhht 一 上 十 .….; tanht=t+: 


这 意味 者 ， 如 果 三 角形 很 小 时 ， 双 曲 三 角形 的 几何 学 就 接近 了 
欧 氏 三 角形 的 几何 学 . 


注解 10.2.19 (关于 欧 氏 平面 和 双 曲 平面 之 间 的 区 别 ) 


我 们 选取 C 中 单位 圆 的 内 部 B = {|z| < 1} 来 描述 双 曲 平 
面 . 设 9 是 一 条 双 曲 直线 , 且 p 4 9. 设 o 是 p 在 898 上 的 夷 足 扩 . 
必要 时 , 通过 应 用 双 曲 运动 , 我 们 能 假设 : 9 = BN{ Im z = 0)， 
且 p=19,0<B8B<1lo=0. 

除了 直线 { Re z=0} 之 外 ,过 p=10 的 直线 形 如 BnS。(zo)， 
其 中 六 +1= |zoj?; 6 -zol = p， 即 利用 zo = zo 十 1yo: 一 个 


这 样 的 圆 的 圆心 的 坐标 wm 总 具有 形式 yo = > 1. 对 


zo 二 土 1, So(z0) 在 士 1 处 与 实 轴 相 切 . 于 是 这 是 两 条 过 pz 的 、 且 
与 9 不 相交 的 直线 9_1，G9+1. 此 外 对 每 个 z0, -1 < zo < 1 
我 们 得 到 一 条 直线 9。。= BnSo(zo), 它 与 9 = BN{ lm z = 0} 
不 相交 ， 因 为 p? = |zl? 一 1 < yo”. 


于 是 ， 与 欧 氏 平面 不 同 的 是 在 双 曲 平面 中 对 每 条 下 线 9 
以 及 不 位 于 其 上 的 一 点 p, 存在 看 过 p 的 一 个 单 参数 直线 族 92， 
-1<z<1, 它们 与 9 都 不 相交 . 这 样 的 直线 中 的 两 条 和 9 分 
别 与 9 的 两 个 无 限 远 点 中 的 一 个 和 男 一 个 有 公共 扣 . 
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最 后 人 们 也 从 双 曲 平面 的 这 个 模 形 中 看 出 ， 双 曲 三 角形 
ac 的 内 角 之 和 a+B8+7 小 于 r. 这 只 需 注意 : 在 一 个 这 样 的 
三 角形 中 三 条 边 4, B, C 之 中 至 少 有 一 条 是 不 同 于 欧 氏 = 直线 
边 ， 如 果 壁 如 说 这 是 边 4, 则 在 abc 中 的 相关 的 角 6 和 7 要 比 相 
对 应 的 欧 氏 三 角形 中 的 角 来 得 小 . 


10.3 


椭 图 几何 


与 欧 氏 几何 相对 照 的 还 有 椭圆 几何 , 它 不 是 别 的 , 而 是 在 
带 有 用 VV 上 的 数量 积 ( ，) 所 给 出 结构 的 欧 氏 回 量 空间 站 上 的 
射影 几何 . 

于 是 椭圆 几何 与 射影 几何 的 关系 如 同 欧 氏 几何 与 仿 射 几 
何 的 关系 . 我 们 也 得 到 了 一 个 射影 空间 ， 它 作为 仿 射 空间 4 的 


无 限 远 点 的 空间 P(A)， 相 应 地 ， 椭 圆 几何 可 理解 成 欧 氏 空 
间 2 的 无 穷 远 点 的 空间 P (Ev). 


在 本 市 中 我 们 指出 , 在 一 个 椭圆 空间 上 存在 看 一 个 度量 ， 
而 且 其 所 属 的 运动 群 具有 许多 与 我 们 对 双 曲 运动 群 已 丝 知道 
的 相 类 似 的 性 质 . 椭圆 几何 的 导入 将 完全 类 似 于 双 曲 几何 那 

定义 10.3.1 
dm Y 王浆 十 1. 


设 V = (V,(, )) 是 一 个 欧 氏 向 量 空间 ， 且 
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1. 设 Ve 是 V 的 复 扩 张 见 9.6.1. 我 们 用 规则 
(T+ly,r +y)c = ((z,7) — (yy)) +1((y, 7) — (rz,y)) 


把 (,) 扩 张 成 在 Vc 上 的 一 个 对 称 双 线性 形式 (,)c. 当 V 中 的 零 
i zt) = 二 0} 仅 由 0 eV 组 成 , 则 Vc 中 的 零 空 间 {(z,z)c = 0} 

一 个 真正 的 二 次 型 ， 它 是 由 满足 (z,y) = 0,|z| = 中 的 元 素 
所 组 万 

2. 所 谓 V 上 的 nn 维 椭 圆 空 间 El = EU(V) 是 指 射 影 空间 
P(V) 连 同 它 的 k 维 椭圆 子 空间 P(V), 这 里 UV 是 上 +1 维 子 空 
间 . 对 kk = 1 和 2, 我 们 也 分 别称 为 椭圆 直线 和 椭圆 平面 ， 进 
而 ， 对 于 EU, 非 实 质点 的 集合 Ellw 定义 为 P(Ve) 中 的 二 次 型 
Quc =P({(，)c ==0)) 的 反 . 

, 3. ”定义 椭圆 运动 群 Bew(Ell) 为 P(V) 的 射影 变换 和 群 

Pro(P(V)) = P(GL(V)) 的 子 群 P(O(V)). 

命题 10.3.2 ”和 群 态 射 


P:O(V). Bew(Ell(V)) 


的 核 由 土 1dvy 组 成 . 
”证 明 : 由 于 9.1.6, 核 是 用 由 O(V) HT(V) 来 给 出 的 . 
命题 10.3.3 设 p 和 g 是 Ell = EU(V) 中 的 两 个 不 同 的 
点 ， 9 = 9pg 是 过 p 和 gq 的 直线 . / 
于 是 被 视 为 P(Vc) 中 的 直线 9 正好 包含 两 个 不 同 的 非 实 
质点 au 和 w. 成 立 


DV (wv,v,p,q) = ee” #1. 


对 p= g, 令 DV (u,v,p,9)=1. 
证 明 : 设 T 和 y 是 p 和 g 在 V 的 单位 球面 SV={| |=1} 上 
的 齐 次 坐标 ， 且 有 (z,y) = cosg & [0,1). 方程 


(AZ 十 WAZ 十 Vic 三 0 
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具有 解 -ez . 即 -ez+y 和 -ei9z 十 y 是 9pg 的 无 限 远 点 
和 wv 的 齐 次 坐标 .如 在 10.1.11 的 证 明 中 那样 ， 由 此 有 


国 


对 照 于 10.1.14, 有 

命题 10.3.4 设 9 是 EU(V) 中 的 一 条 二线 ,选取 pe 9. 
设 ze S(V) 是 p 的 齐 次 坐标 ,在 满足 P(V) = 9 的 平面 UCV 
中 选取 ~ es S(V), 且 满 足 (z,z') = 0. 于 是 用 


te [一 5 


了 z(t) = cost £ +sint z' € S(V) 


就 给 出 了 9 的 点 的 齐 次 坐标 .利用 P(z(t)) = p(t), 我 们 有 


1 
了 | log DV (wuvp,p(t)| = |tl, 


在 这 里 ww 是 9 的 非 实质 点 ， 注 意 。 p(-5) = p(5), 但 是 对 
t—t|<7, p(t) # p(t). 

证 明 : 因为 (xz(0), z(t)) = cost e [0,1], 这 得 目 10.3.3. 

定理 10.3.5 ”1. 在 椭圆 空间 Ell = EU(V) 上 ， 


1 
d(p,q) = sllog DV (u,v,p, 9)| € [0, 3 


定义 了 一 个 距离 .这 里 ， 对 p 关 gq, u 和 wv 是 直线 9p4 的 非 实质 
点 ， 对 p= 9 我 们 应 用 规定 DV (w,w,p,gq) = 1. 

2. Ell 的 两 操 pP 和 94 在 V 的 单位 球面 S(V)= {| = 1} 上 
总 具有 齐 次 坐标 z 和 wy. 而且 还 能 选 得 满足 (x,y) > 0. 于 是 有 
d(p,q) = cos~(7z,Yy), 这 里 cos- 表示 cos |[0， 可 的 反 上 晒 数 ，. 


3. 如 此 定义 的 距离 在 椭圆 运动 下 是 不 变 的 . 
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4. 三 角形 等 式 d(p,9q) 十 d(q,7) = d(p,7) 仪 当 三 后 p,q,7 位 于 
一 条 直线 上 ， 月 必须 满足 不 等 式 d(p, gq) 十 d(q,7) < d(p,7) 时 才 成 
立 的 . 

证 明 : 对 1.: d(p,q) = d(q,p) > 0 以 及 仅 当 p = q 时 才 有 
d(p,q) = 0 的 结论 是 得 自 定义 . 与 在 10.1.5 中 相 类 似 ， 我们 来 证 
明 三 角形 等 式 . 我 们 能 假设 p 关 gq 及 gq 关 7. 按照 10.3.4, 我 们 把 
Pp 和 7 的 齐 次 坐标 z 和 z 写 成 形 如 


。 . / 
T=sina x +cosay; z= sinb z +cosby, 


用 zz' yz,z € S(V), (7',Y) = (2',Yy) = 0, a = d(p, 9), b = d(g,7). 
当 (z,z) > 0 时 有 (zx,z) = cosd(p,7). 否则 (zx,z) = cos(7 一 d(p,7)). 
于 是 


(z,2) = sinasinbcosy+t cosacosb > cos(a+tb). 


等 号 = 意味 着 (zx',z') = -1 于 是 z= 一 z', 即 点 p, q 7 位 于 一 
条 直线 上 . 

对 2.: 这 得 上 自 10.3.3. 

对 3.: 这 得 目 在 射影 变换 下 交 比 的 不 变性 ， 且 由 此 ， 椭 加 
运动 把 一 条 直线 9 的 非 实 质点 变 至 7( 9) 的 非 实 质点 . 
对 4.: 见 1. 的 证 明 . 口 
命题 10.3.6 用 在 10.3.4 中 所 定义 的 映射 


Ni TN 
te [一 一 ,二 ] Fy p(t 
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且 z(->) = P(2)， 椭 圆 直线 反 过 来 一 一 对 应 于 周 长 为 的 加 


1 


{(3 cos2t, 5 Sin 2t), -3 <t< 2} 特别 地 ， 在 G 上 距离 为 > 


的 两 点 Pp 和 之 间 存 在 着 长 为 2 2 的 两 条 不 同 的 直线 段 全 如， 


>} 
证 明 : 这 得 上 日 10.3.4 和 10.3.5. DD 
定义 10.3.7 考察 Ell = EU(V), dim V=n>2. 


1. 所 谓 EU 的 一 个 椭圆 参照 系 是 指 一 个 射影 参照 系 


一 {ao,91)……qnej， 其 中 d(gq;, qj;) 一 > 对 和 7. 

2. 定义 在 点 pe EU 处 切 于 EU 的 切 空间 TElUl 为 [zj]+ CV， 
而 且 带 有 诱导 的 数量 积 . 这 里 z 是 p 的 齐 次 坐标 . 

注解 10.3.8 ”一 个 椭圆 参照 系 Q = {qo0,91,… ,gn;e} 除 了 
一 个 和 从 号 的 差别 外 ， 显 然 等 价 于 V 中 用 P(d;) = 4 确定 的 ON- 
基 {do,di,… ,dn}. 即 DD 和 一 D 确定 了 相同 的 参照 系 Q@. 

对 照 于 10.1.20, 有 

定理 10.3.9 考察 Ell = EU(V). 

1. 椭圆 运动 r : Ell 一 EU 对 每 点 pe Ell 诱 导 了 一 个 等 距 


同 构 


Tr = Tyr : TEl 一 TEL 


2. 椭圆 运动 把 一 个 椭圆 参照 系 变 至 同样 的 参照 系 . 

对 每 两 个 椭圆 参照 系 @,8', 正好 存在 一 个 椭圆 运动 , 它 把 
Q 变 至 Q@'. 

3， 设 pe€ EUl. 满足 x(p) = p 的 x € Bew(Ell) 的 集合 
Bewp(Ell) 是 一 个 同 构 于 O(T,EL) 的 子 群 . | 

所 有 这 些 子 群 是 彼此 共 力 的 ， 且 同 构 于 V 的 余 维 数 为 1 
的 子 空间 VV 的 正 交 群 O(V”). 
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证 明 : 这 得 自前 已 证 得 的 关于 O(V) 的 定理 及 10.3.2, 在 
那里 Bew(Ell(V)) = O(V)/ + 1d. 口 

我 们 还 通过 与 10.1.21 相对 照 来 补充 这 个 定理 . 

引 理 10.3.10 考察 Ell = EUV)，dim Ell =n. 

1. 对 EU 的 每 个 上 维 子 空间 L = P(D), 定义 天 于 人 的 镜 射 
为 P(su), 这 里 su 与 8.1.18 中 相同 . 

2. 每 个 椭圆 运动 + 能 表 为 个 数 < n+1 的 天 于 超 平面 的 镜 
射 的 飞 积 . 

证 明 : 这 得 自 8.1.21. 口 

用 V 上 的 数量 积 (,) 所 给 出 的 本 性 的 对 称 双 线性 形式 允许 
在 EllL(V) 上 定义 一 个 配 极 ， 见 9.5.8. 

定理 10.3.11 在 椭圆 空间 Ell = EU(V) 的 子 空间 的 集合 
U(Ell) 上 ， 定 义 一 个 配 极 


1:U(Ell) — U(EW), 


使 得 成 立 : 
1. dim C+ dm L£+= dm Ell—1. 
2. C--=C, 即 上 oJL= 1d. 
3. CC CI 一 CC CL. 
4. (LC+£L)+= LiNL. 
5. (LNL)+= Lit+L". 


6. C 十 C- = El. 
证 明 : 这 得 目 9.5.8 及 结论 : 对 V 的 任意 一 个 子 空间 UV, 成 
YU+U-+=V. 口 


由 此 我 们 得 到 了 椭圆 运动 群 的 下 列 特 征 : 
定理 10.3.12 设 dim EU(V) > 2. 于 是 椭圆 运动 正好 
是 EU 的 与 配 极 交 换 的 直 瑞 变换 . 

证 明 : 对 re Bew(Ell) 显然 成 立 ， 对 Ell 的 每 一 个 任意 的 子 


空间 LC, 有 (rC)- = 7(L-). 
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反 过 来 ， 我们 从 9.2.14 中 知道 ， 直射 变 换 是 一 个 射影 变 
换 ， 如 果 现 在 对 一 个 射影 变换 x = P(f)，f e GL(V), 成 立 
(rC)- = 7(L+), 则 意味 着 对 V 的 一 个 ON- 基 DD = {di,… ,dn】， 
有 (f(di), f(d;)) = 0 (i 关 7)， 如 在 9.1.6.2 的 证 明 中 那样 ， 可 得 
出 : fl(di) = af’'(di), f' € O(V), a #0. 即 x € P(f) = P(f') € 
Bewl(€ll). 口 

例 10.3.13 (椭圆 平面 2 ) 在 此 情形 下 ， 配 极 于 一 点 p 
的 子 空间 {p}+ 是 一 条 直线 ， 配 极 于 一 条 直线 9 的 空间 9- 是 
一 个 点 ， 

如 果 p 和 9 是 不 同 的 点 ， 于 是 ({p}+{ej)- = {p}-+ 二 {9}- 意 
际 着 与 连 线 9。 相配 极 的 点 9po- 正好 是 配 极 于 p 和 4 的 直线 
的 交点 . 

如 果 9 和 是 不 同 的 直线 ， 于 是 (9NX)+ = 9- +X+ 意 
际 着 配 极 于 交点 9n Hr 的 直线 是 配 极 于 9 和 的 点 的 连接 直 
线 . 

特别 地 ， 在 椭圆 平面 中 两 条 不 同 直线 总 有 一 个 交点 ， 如 
我 们 在 10.3.6 中 所 见 的 那样 ,每 条 直线 是 形 为 一 条 周 长 为 5 的 
圆 . 两 个 这 样 的 事实 明确 地 表明 了 欧 氏 平面 和 双 曲 平面 为 一 方 
以 及 以 椭圆 平面 为 男 一 方 之 间 的 区 别 . 


10.4 椭圆 空间 的 共 形 模型 


我 们 在 10.3 中 已 经 反复 利用 了 椭圆 空间 EU(V) 的 每 点 p 在 
V 的 单位 球面 S(V) 上 正好 具有 两 个 齐 次 坐标 土 z. 称 S(V) 为 球 
面 模型 .如果 我 们 在 S(V) 上 通过 中 心 点 ee S(V) 确 定 一 个 半 
球面 是 S(V,e), 且 在 其 边界 S(Ve), 即 Ve = [ej 中 的 单位 球面 上 
将 对 径 点 恒 同 ,我 们 就 导出 了 EU(V) 的 半球 面 模型 。， e 的 这 个 
模型 在 Ve 中 的 球 极 投影 给 出 了 EU(V) 的 共 形 模型 Ellp 。. 

这 完全 类 似 于 双 曲 空间 的 情形 . 然而 也 存在 着 重要 的 区 


‘ 363 . 


别 . 一 方面 , 这 模型 依赖 于 e e S(V) 的 选取 . 另外 , 在 边界 上 永 
远 把 对 径 点 恒 同 . 这 使 得 椭圆 空间 是 紧 致 的 ,这 是 与 双 曲 空间 
区 别 . 于 是 椭圆 空间 不 能 与 向 量 空间 的 一 个 开 子 集 双 方 一 一 、 
连续 地 对 应 . 

Ellp,e 的 椭圆 子 空间 由 万 = (Vi) 与 球面 5,(z) C Vi 所 组 
成 ， 它 与 边界 6B = S(V) 相交 于 对 径 点 ， 由 此 我 们 能 如 同 在 双 
曲 空间 的 共 形 模型 中 那样 用 关于 此 球面 的 反 演 来 描述 超 平面 
镜像 反射 . 

对 椭圆 平面 ， 借 助 于 复 (2,2)- 和 矩阵 ， 最 终 存 在 着 对 本 性 运 
动 的 一 个 特别 简单 的 描述 . 这 对 应 于 用 模 为 1 的 四 元 数 去 描 
述 SO(3)， 见 8.4.6. 


他 题 10.4.1 每 点 pe EU(V) 在 单位 球面 S(V) = {||= 1 


上 正好 具有 两 个 形 如 土 z 的 齐 次 坐标 . 
我 们 把 恒 同 了 对 径 扣 {7z, 一 z+} 的 S(V) 称 为 EUUL(V) 的 球面 模 
型 ， 记 为 : Ells(V). 口 
这 个 模型 的 缺点 是 它 的 元 素 由 辐 量 偶 {z, -zj} 而 不 是 由 单 
一 的 癌 量 所 组 成 ， 需 要 将 它 一 一 至 少 部 分 地 排除 挥 . 


当然 这 党 避 以 丧失 菜 毕 齐 次 性 大 作为 其 代价 


HS(V,e)= {rz € S(V),(z,e) > 0}. 


的 开 球 ， 


Bs(0) = {pe Ell(V), d(p,0) < =} 


Bx(o) = ElI(V) \ {0}+, 这 里 {o}+ 是 与 o 相 配 极 的 超 平面 . 
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每 点 p e Bs (o) 正好 具有 一 个 齐 次 坐标 ze 瑟 S(YK oj. 称 如 
此 定义 的 双 射 
Be : Bs(0) — HS(V,e) 


为 ELU(V) 的 关于 e € S(V) 的 球面 图 . 
令 [elj- = 用. 于 是 P(V.) = {o}-+. 映射 Be 至 


$B :EllV) — HS(V,e) UElls(V.) 


的 典范 扩张 使 得 每 个 g e {o}-+ 对 应 于 它 在 S(Ve) = HS(V,e) 的 
边界 上 的 两 个 齐 次 坐标 {y, 一 Y), 称 HS(V,e)UElls(V) 为 ELU(V) 
的 关于 e 的 半球 面 模型 ， 记 为 ， Ellp,e(V). 
命题 10.4.3 考虑 一 个 图 Be: Bz(o) 一 HS(V). 

Bz(o) 是 ( 视 为 射影 空间 的 ) EU(V) 的 仿 射 子 空间 ， 它 是 通 
过 析出 超 平面 {0}- = P(Ve) 而 生成 . 

设 L= P(D) 是 EU(V) 的 一 个 k 维 子 空间 . 当 Lf {o} 时 ， 
则 U9 VV, 于 是 £ 的 属于 ElN\{o}+ 的 子 集 在 B。 下 被 映 到 上 维 开 
半球 面 HS(Ve)nU 上 .LDAo}+ 被 . 映 到 Ells(U nV) 上 . 
这 是 球面 S(U nVe), 且 将 对 径 点 恒 同 . 

特别 地 , 椭圆 直 线 的 属于 EU(V)\{o}- 的 子 集 被 映 到 半球 面 
HS(V,e) 的 半 大 贺 上 , 在 这 里 一 个 大 图 是 用 S(V)jNU, dim UV = 
2, 来 定义 的 . 

证 明 : 这 些 都 直接 得 自前 面 的 定义 . 口 

对 照 于 双 曲 空间 的 共 形 模型 Hypp(V'), 关于 彬 加 空间 的 
模型 得 自 下 列 命题 : 

命题 10.4.4 考察 一 个 欧 氏 问 量 空间 V,， dm V > 2. 
设 ee S(V). 于 是 用 球 极 投影 


u:T EHS(V,e) 


给 出 了 一 个 从 开 半 球面 HS(V,e) 到 V 中 的 正 交 于 e 的 子 空间 V。 
中 的 开 的 单位 球 B(VYe) 上 的 双 射 ， 飞 的 北上 映射 是 


u E HS(V,e). (10.8) 


T: Ellye(V)= HS(V,e)UElls(V.) —» B(V.)U Ells(V.). (10.9) 


定义 10.4.5 ”定义 EU(V) 的 关于 ee S(V) 的 球 模型 或 
共 形 模型 Ellp,e(V) 为 B(W) U Ells(V.), 连同 其 用 10.4.4 中 的 双 
射 喜 (10.9) 所 定义 的 椭圆 子 空间 . 

注解 10.4.6 “利用 10.4.4 中 的 映射 (10.7), 可 将 每 点 
ze HHS(V,e) 对 应 于 连结 z 和 -e 的 直线 与 [e+ = 的 交点 . 用 
同样 的 公式 把 这 个 映射 扩张 到 S(V)\{-e} 上; 


Z 一 (Ze)e 
1 十 (7,e) 


u :TES(V\{-e} mm € Ve, 


它 是 一 个 双 射 ， 其 逆 正 好 如 在 10.4.4 中 的 (10.8) 式 那 样 ， 这 
是 刺 破 了 的 球面 5S(V)\{--e} 到 向 量 空 间 V。 上 的 球 极 投影 . 
10.4.4 的 证 明 : 由 久 的 定义 可 以 得 出 


由 此 人 们 可 以 看 出 ， (10.8) 中 的 z 事 实 上 就 是 4 的 逆 . 
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与 10.2.3 相 对 照 ， 有 
命题 10.4.7 球 模 型 Ellp,e(V) 中 的 椭圆 超 平面 或 者 是 V。 
中 过 原 扣 的 超 平面 或 者 是 VV 中 满足 |z|* = p* 一 1 的 球面 So(z)， 
它们 总 是 限制 在 B(V.) 上 . 这 些 正好 是 与 欧 氏 空间 Ve 中 同样 的 
超 平面 和 球面 ， 它 与 边界 9B(Ve) 相 交 于 对 径 扣 . 

更 精确 地 ， 如 果 Ellp,e(V) 中 的 一 个 超 平 面 用 {(z,d) = 0}; 
d € S(V), (d,e) > 0 来 给 出 ， 则 它 在 刀 下 的 象 是 用 方程 


6(1 — |z|*)+2(0,d)=0 


来 给 出 的 ， 且 6 = (qd,e), dl =d— (d,eye €V.. 

当 5 = 0 时 ， 即 当 原 始 的 超 平面 包含 Fa e 时 ， 象 是 超 韦 面 
{(T,d') = 0} nN B(Ve)， 否则 象 是 球面 si3(S ) N B(Ve). si (S$ ) NN 
S(Ve) 是 用 {4z,d') = 0}n SsS(Ve) 来 给 出 的 . 

证 明 : 利用 10.4.4 中 对 z(w) 的 公式 (10.8), 可 将 (z,d) = 0 写 
成 给 定 的 形式 . 因为 e 上 V, 我 们 能 够 在 (zd) 中 把 d 用 其 在 Ve 中 
的 分 量 = 人 (e, de 还 代 . 对 (d,e) =6 > 0,56(1-|z|*)+2(z,d’) = 
0 是 与 区 一 | = 等 价 的 ， 吕 


与 10. 2 4 相对 昭 ， 有 
引 理 10.4.8 ”对 每 点 pe Ellpe(V), 定义 切 空间 TEllpe 


为 V 的 子 空间 [zj+, 且 带 有 诱导 的 数量 积 . 这 里 
p=7zE€ HS(V,e) 或 者 p= {z, —z} € Ells(V.), 


见 10.3.7. 
对 每 一 个 pe Ellp,e(V), 10.4.4 中 的 双 射 


1 : Elly el(V) 一 EllBe(V) 


确定 了 一 个 线性 同 构 


Tu :TElly e(V) 一 Tip éllB,e(V) 会: 
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月 去 = zz(p), 它 是 按 下 列 方法 生成 的 : 


当 p = xz € HS(V,e) 时 ,一 个 非 零 切 向 量 是 用 y € [zl+ 


定义 一 个 数量 积 ， 这 里 (，) 是 V。 CV 的 数量 积 . 
由 此 ， 上 述 定义 的 映射 成 为 一 个 等 距 同 构 . 即 


(Tou(Y), TpU(2))a(p) 一 《7 Z/ 


证 明 : 
一 y(t) (y(t), e)e 
yt 一 二 (y(t),e) 
dau(vy(t)) 2 一 \y, e)e 加 (z — (Zz, e)e)(y, e) 
dt | 1+{z,e) (十 ze) 
由 10.4.4 的 证 明 ， 我 们 有 
了 一 (Z， e)e (x, e) (y, e) 一 /元 
1 + (zx,e) 一 1 + (x, e) 一 , 2/ 

1 _ 1+ lal 
(ze) 1— lz 
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经 过 计算 即 可 得 到 最 后 的 等 式 . 口 
注解 10.4.9 如同 双 曲 空 间 的 球 模型 Xyps 那样 ， 椭 图 


空间 的 球 模型 Ellp,e(V) 在 下 述 意 义 下 也 是 一 个 共 形 模型 ， 即 
和 ) 志 志 包 含 志 的 问 量 空间 和 。 站 要 时 


这 个 因子 等 于 1. 

与 10.2.10 相 对 照 ， 有 

定理 10.4.10 设 wK 是 Ellpe(V) 中 的 一 个 椭圆 超 平面 ， 
有 目 o = cx 是 关于 戏 的 镜 射 . 于 是 在 嫌 : Ellp。 一 Ellp。 下 ，o 被 
变 至 关于 象 (X) 的 反 演 . 

精确 地 说 : 如 果 允 包含 点 e, 则 (Kx) 是 B(Ve) 中 过 0 的 一 
超 平面 ， 于 是 经 变换 后 的 映射 立 oc oz 是 关于 (Xt) 的 镜 射 . 
否则 , (XK) 是 中 限制 在 B(Ve) 上 的 一 个 球面 . 且 zocoz 一 
在 此 情形 下 是 在 10.2.8 的 意义 下 的 关于 这 个 球面 的 反 演 . 

征明 : 我 们 如 同 在 10.2.10 的 证 明 中 那样 : 设 在 Ellpe(V) 
中 的 超 平面 用 [qd] 给 出 ， |d| = 1, (d,e) > 0. 于 是 关于 这 个 超 
平面 的 镜 射 是 


o(z) = 7z — 2(7x,d)d, 


见 8.1.20， 由 此 ， 利 用 (d,e) = 6, (zx,e) = 上 d-(d,ee= dl 
Z 一 (zie)e 王 2Z/, 有 


_ 2 一 2zdd 
“一 1 十 上 一 2(z,d6 
利用 -2(z, 几 = -2€6 一 2(z',d")， LT 一 五 儿 十 |d =1, 2 


1 一 本 2 对 6 = 0, 我 们 有 Uo(z) = oz(z), 否则 


由 此 ， 考 虑 与 10.2.2 相 对 照 ， 有 . 

例 10.4.11 (椭圆 平面 的 共 形 模 型 ) 借助 于 复数 ， 我 们 
用 B= {|z| < 1} 来 描述 这 个 模型 ， 在 这 里 e* 与 ~-e* 被 视 为 恒 
同 . 

一 条 椭圆 直线 是 用 BN So(c), -I+p 关 = |c 或 者 用 BN 
{argz = a} 来 给 出 的 .关于 这 条 直线 的 镜 射 是 


两 个 这 样 的 镜 射 的 复合 可 写成 形 如 


az+b 
一 bz 十 页 


Zo aa+bb=1. (10.10) 


人 们 能 对 它 进 行 验 算 . 例如 ,首先 对 上 述 给 出 的 镜 射 的 复合 ， 
发 现 


: 分母 进 行 约 化 后 即 4 10.10). 
经 数 乘 及 用 [对 分 全 进行 约 化 后 好 得 出 形状 ( ) 


形 如 (10.10) 的 变换 表示 了 本 性 的 椭圆 运动 . 
由 此 我 们 有 
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定理 10.4.12 ”椭圆 平面 El1 的 本 性 运动 群 Bew+(E 仙 同 
构 于 满足 5 十 三 = 1 的 复 (2,2)- 矩 阵 ( 气 名 ) 的 群 关于 子 群 


+ ( 9、 ) 的 商 群 国 


注解 10.4.13 ”我 们 在 10.2.14 中 已 经 看 到 ， 四 元 数 殖 
同 构 于 形 如 ( 乞 & ) 的 复 (2,2)- 矩阵 的 子 环 ， 于 是 瑟 ; 同 构 于 


具有 附加 的 性 质 aa + bb = 1 的 矩阵 . 


在 8.4.6 中 我 们 已 经 指出 Hi/{+1, 一 1} 同 构 于 5O(3). 但 是 
SO(3) 正 好 是 椭圆 平面 EW(R- ) 的 本 性 的 运动 群 ， 这 是 因为 当 m 
是 奇数 时 有 P(SO(n)) = SO(n). 


10.5 《Clifford 平行 线 


应 用 四 元 数 使 得 对 一 个 3 维 桶 圆 空间 EU(V), 过 一 点 gq, 关 
于 一 条 定 问 直线 9, 可 定义 两 条 定 问 直线 9 和 9., 它们 与 6 
有 固定 的 距离 .它们 分 别称 为 过 gq 的 、 关 于 9 的 左 平行 线 或 右 
平行 线 , 两 者 放 在 一 起 称 为 过 g 的 、 关 于 9 的 Clifford 平 行 线 . 


这 是 以 下 列 事实 为 根据 的 ， 即 由 VV 与 四 元 数 空间 五 的 一 
个 等 距 恒 同 ，EU(V) 中 的 每 条 定 癌 直线 9 在 模 为 1 的 四 元 数 群 
Hi 中 确定 了 两 个 1 参数 群 ， 于 是 过 gg 的 、 关 于 9 的 左 平行 线 
和 右 平 行 线 分 别 是 g 在 这 个 群 的 左 作 用 和 右 作用 下 的 轨道 . 


最 后 ， 如 果 人 们 考虑 Hi 的 两 个 1- 参 数 群 在 ElU(V) 上 的 同 
时 作用 ,一 个 是 从 左 和 另 一 个 是 从 右 作 用 ， 则 一 点 的 轨道 一 般 
地 是 形 如 一 个 弯曲 的 环 面 ， 即 是 一 个 环 面 ， 局 部 地 看 上 去 如 
同 是 欧 氏 平面 中 的 一 块 . 称 这 个 轨道 为 EU(7) 中 的 CHtiord 曲 
而 . 


我 们 现在 来 考察 已 知 线性 群 之 间 的 同 构 的 一 个 进一步 的 
例子 . 对 第 一 个 这 样 的 例子 ， 可 以 参看 10.2. 19 及 后 面 的 注解 
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10.2.14. 上 节 中 的 10.4.12 也 是 一 个 这 样 的 同 构 . 

定理 10.5.1 3 维 椭圆 空间 EU = EU(V) 的 本 性 的 运动 群 
Bewt (Ell) 同 构 于 群 SO(3) x SO(3)， 

证 明 : 通过 选取 V 的 一 组 ON- 基 DD, 我 们 得 到 一 个 等 距 同 
构 Bp:V 一 > H 全 R”“, 其 中 了 是 8.4 中 的 四 元 数 ， 按照 8.4.8， 
SO(H) = SO(4) 同 构 于 Hi x Hi/({1,1},{ 一 1, 一 1})). 确实 地 ， 
我 们 已 把 侦 (g,7) e Hi x Hi 与 映射 {7(g,7):g €E Hm qqF 
H} e SO(H) 相对 应 . 

在 

DP: SO(H) 一 》 Bewt(E£ll(H)) 


下 ， 四 个 元 素 {(a， 7 )， (一 9， 7 )， (g, —7), (一 9， —7 )} 给 出 了 同样 的 本 性 
运动 ， 按 照 8.4.6, 有 


Hi/{+!1,—1} SS SO(L) = $0O(3). 


LD 


我 们 现在 开始 对 左 和 右 平 行 线 的 定义 作 些 准备 .对 于 所 
用 的 记号 ， 可 参见 8.4. 
命题 10.5.2 ”对 每 个 1 了 工 ; = 工 mHi 全 S$S(L), 用 


1:ete 59 一， 1(e) = cost 十 Sint / 


定义 一 个 单 的 群 态 射 ， 我 们 称 其 象 为 了: 的 一 个 1 参数 群 ， 我 
们 今后 也 把 它 写 成 Gi. 

每 两 个 这 样 的 子 群 G 和 @Gr 是 相互 共 瑟 的 . 即 存 在 ge Hi， 
满足 7 = 915. 

对 不 同 的 1 和 1 Gg 和 Gr 仪 有 元 素 士 1 是 公共 的 . 

征明 : 第 一 和 第 三 部 分 可 通过 验算 证 实 ， 第 二 部 分 得 日 
8.4.0. 口 
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现在 我 们 用 偶 ( mm) e 工 x 工 来 描述 EU(H) 中 的 定 癌 直 线 . 
这 起 源 于 Study. 

命题 10.5.3 考察 3 维 椭 圆 空 间 EU(H). 

1. 设 G: 是 了 HI 的 一 个 1 参数 群 ， 于 是 对 每 点 PE EU(H)， 
它 用 偶 土 ze S(H) 来 表 出 ， 定 义 其 左 轨 道 为 


Gi(+7x) = { 士 (et)z;i ede 35. 


令 P 了 (Gi( 土 +)) = GD. 这 是 EU(H) 中 的 一 条 定 问 椭圆 了 且 线 
9, 在 这 里 定 回 意味 着 在 满足 P([z,lz]) = 9 的 平面 [z,/zj e H 
中 ， ON- 基 {z,liz} 被 定义 为 正 的 . 

反 过 来 ， 如 果 9 是 EU(H) 中 的 一 条 定 癌 直线 ， {z,z 人 是 
满足 P(UV) = 9 的 从 属 平面 Uc HH 中 的 一 组 正 的 ON- 基 ， 则 
1!=z'ze€eLi, 且 9 可 描述 为 左 轨 道 Gi( 土 z). 群 Gl 是 由 9 唯一 
确定 的 . 

2， 设 Gn = {fm(eit)iet ec Si} 是 Hi 的 一 个 1- 参 数 群 . 
设 g € Ell(H), 土 y € S(H) 是 在 Ells(H) 中 的 表示 . 于 是 右 轨道 
gq .Gn = { 土 vm(e**);e@it € S1} 是 一 条 定 问 直线 允 , 在 这 里 定向 是 
用 认定 {y,ymm} 为 正 的 ON- 基 来 确定 的 . 

反 过 来 ， 如 果 给 定 一 条 定 问 直线 网, 且 {y 是 其 平面 的 
正 的 ON- 基 ， 则 m= yy ei, 且 允 可 描述 为 点 ae 天 的 右 轴 
道 g.Gan. 群 Gn 是 由 定 同 直线 允 唯 一 确定 的 . 

3. 由 1. 及 2., EU(H) 中 的 定 同 直线 9 双方 一 一 地 对 应 于 偶 
(mm) E 工 xi 兰 92x92 9 的 定 同 的 逆转 给 出 了 偶 (-l, 一 m). 

由 此 指出 : ”EU(H) 中 (不定 向) 的 直线 双方 一 一 地 对 应 于 


个 , 
+(l,m) € (Li x L1)/{(1,1),(—1,—1)}. 


T 正 有 明 : 对 工 .: GI:T= cost Zz+sint lz 如 在 10.3.4 中 那样 给 
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出 了 对 一 条 直线 的 描述 . 由 于 ! = -i, 这 里 有 


< 7,lz > 一 >z(Iz) + lziz=0. 


反 过 来 , 按照 坐标 z e S(H) 的 选取 ,一 条 定向 直线 可 描述 
为 {cost z + sint z), 在 这 里 {zz 人} 是 一 个 正 的 ON- 基 .这 可 
写成 形 如 il(e”*).z, 其 中 1 = z'z. 因为 


(cos(t + 7) 十 sin(t 十 本 )z')(cost 元 十 sint 元 ) 一 IT 元 ， 


所 以 ! = z'z 唯 一 确定 . 

对 2.: 这 可 完全 类 似 于 在 1. 中 那样 得 出 . 

对 3.: 我 们 指出 : 对 (l,m) € Li x 工 , 正好 存在 EUU(H) 中 
的 一 条 定 辣 直线 9, 使 得 9 = Gi:p=p:Gn. 

对 9 中 一 点 p 的 坐标 z € S(H) = Hi，lz = zh 必须 成 立 ， 
月 如 果 它 成 立 ， 则 左 和 右 轨 道 给 出 了 同样 的 直线 . 

按照 8.4.6, 存在 z € Hi 满足 ! = zmz. 对 一 个 任意 的 满 
足 1 = zmz' 的 z, 成 并 (zz')m(z'z) = 网 即 zz' 属 于 Hi 中 在 p 
( 见 8.4.5) 下 使 元 素 元 e 5( 工 ) 固 定 不 变 的 元 素 的 子 群 ， 这 个 子 
群 是 50(2) 型 的 . 于 是 一 条 直线 由 Gi, G 唯一 确定 . 口 

我 们 现在 来 研究 前 面 所 述 的 构造 依赖 于 4 维 欧 氏 同 量 空 
间 的 ON- 基 的 选取 到 何 种 程度 . 

命题 10.5.4 设 V 是 定 同 的 欧 氏 向 量 空间 ，dimV = 4. 
设 DD 是 V 的 一 个 正 的 ON- 基 . 

于 是 我 们 对 Hi 的 一 个 1- 参 数 群 G!, 用 Bp'Gi: Bp(p) = 
( 简 记 为 )Gip :p 来 定义 点 Pp € EU(V) 的 左 轨 道 G1 +p. 这 里 Bp(p) 
为 ElU(H) 中 的 元 素 土 x. 

现 如 D* 是 V 的 另 一 个 正 的 ON- 基 , 则 BpoG5p: 是 SO(H) 
中 的 一 个 元 素 ， 按 照 8.4.8, 它 能 用 (gq,7) 表 出 ， 其 中 (gq,7) 6 
Hi x Hi. 这 里 侦 (g,7) 可 确定 至 只 差 一 个 公共 的 全 号 土 (q,7). 
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于 是 对 每 个 pe EU(V), 成 立 
CID .D 三 CiDr* :Dp, 其 中 | = qlg. 


类 似 地 ， 对 在 1- 参数 群 G 交 下 的 一 个 右 轨 道 DD : Gm = 
@D (Bp(p): Gn), 成 立 


这 里 我 们 已 经 利用 了 7(g,7) 是 7(q,"7) 的 逆 . 


$5 (Bp(p)m) = Bb! (Bp: o Bp )[(BDpo Bb!)BDp:(p)m) 
= Bp*dla®p: (p)Fm]r = Bp: (Bp:(p)(rmr)). 


由 于 前 述 的 结果 ， 下 列 定义 现在 仅 依 赖 于 V 的 定 同 . 

定义 10.5.5 设立 是 一 个 4 维 定 网 欧 氏 网 量 空间 . 

1. 我 们 把 EU(V) 的 两 条 定 同 直线 9，9 称 为 左 平 行 ， 9 外 
9 , 如 果 两 条 直线 可 表示 为 一 个 ,而 且 是 同一 个 1- 参 数 群 的 左 
轨道 . 

2. EN(V) 的 两 条 定向 直线 9, 9” 称 为 右 平 行 , 如 果 两 者 可 
表示 为 一 个 , 而 且 是 同一 个 1- 参 数 群 的 右 轨 道 . 记 为 : 9 9 

3. ELL(V) 的 两 条 直线 9, 9* 称 为 Cliford 平 行 ,如果 它 们 
在 适当 的 定 同 下 是 左 或 右 的 平行 的 . 

注解 10.5.6 ” 左 平 行 性 显然 是 一 个 等 价 关 系 ， 右 平行 性 
也 一 样 . 但 对 Cliford 平 行 性 来 说 ， 这 并 非 如 此 . 由 9 | 5 
和 9 | 9”, 为 使 9 9 成立 ， 还 需要 有 9|。95 
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定理 10.5.7 设 EU(V) 是 一 个 3 维 定 同 空间 . 

1. 设 9 是 EUl 中 的 一 条 定 同 直线 . 过 每 点 gq € Ell, 正好 
有 一 条 关于 9 的 左 平行 线 91 和 一 条 对 9 的 右 平行 线 9.. 对 
q € 9, 两 者 与 9 是 一 致 的 . 对 ge 9-, 这 个 9 带 有 两 个 可 能 
的 定向 . 对 g 4 9U 9-，91 和 9; 仅 有 点 gq 是 公共 的 ， 且 它们 
的 正 的 切 同 量 构 成 了 角度 2d(q, 9). 它 是 正 交 于 从 gq 到 9 上 的 
垂 线 . 

2. 如 果 9 和 2 和 2 是 Cifiord 平 行 线 ， 于 是 它们 互相 有 因 
定 的 距离 ， 对 pe 9, 设 p*€ 9* 是 与 p 有 最 小 距离 的 点 .于 是 
d(p,p*) 忆 p 无 关 . 

3. 设 9, 9 是 不 同 的 左 平行 直线 . 选取 在 96 上 的 p,qg,p 关 9g， 
及 9 上 的 p'. 过 gq 的 、 关 于 9pp 的 右 平行 线 9 与 9 交 于 一 
点 9 于 是 pp'gqq' 构成 了 在 下 列 的 意义 下 的 一 个 平行 四 边 形 : 

d(p,p')= d(g,qg); dl(p,gq) = d(p',q’), 
有 目 在 点 p,p',q,q 处 关于 正方 同 的 四 个 夹 角 是 相互 一 致 的 . 

人 证明: 对 1.: 由 10.5.3, 10.5.4, 按照 一 个 正 的 ON- 基 姜 
的 选取 ， ElLl 中 的 定 同 直线 9 确定 了 两 个 1- 参 数 群 G1 和 9 
使 得 9 = Gip :p = ppGn,Pp € 9. 由 此 ， 91 和 9; 被 定义 为 
CID :9 及 9qD:Gm 

设 qg¢ 9. 没 p e Gg 是 g 在 9 上 的 垂 足 点 ， 当 ge 9 时， 
则 9 的 每 一 点 都 是 如 此 . 否则 ，p 是 唯一 确定 的 ， 正如 人 们 在 
例如 球面 模型 处 所 看 到 的 那样 . 

设 z,z € SS(V) 是 pq 的 齐 次 坐标 ， 且 < z,z >e€ [0,1). 
是 过 gq 的 、 关 于 9 的 左 平行 线 和 右 平 行 的 正切 线 分 别 由 1 和 
z 爷 给 出 . 它们 与 平面 z,z] 是 正 交 的 . < 1z,z >=< zz 网 >= (0 
芒 含 zl = zlzz 和 zm = zmzz. 将 zm = lz 和 区 x = 天 放 在 一 起 ， 
我 们 发现 ; 


< lz,zm > = 3(l(zm)2 + zm(zl)) 
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=(L(zmn] zz 十 z(mz)lz2) 


= (IIzzzz + z2l122) = 2((22)? + (22)?) 


cos(2d(z,z)) = 2 cos’(d(z, z)) _1 = cos (1z, zmh). 


网 这 得 目 : 例如 两 条 左 平行 J 直线 9 和 9 是 EUL(V) 的 
， 而 且 是 同一 个 二 参数 同 构 群 的 天 轨道 

3 我 们 有 9 = Gi*p, 9 = Gi:p', 这 里 我 们 已 经 放弃 
了 ON- 基 DD 的 记号 . Gpp' 能 写成 p+ Gm. 利用 gq = gp,g€ Gi 
有 g: Gpp =g9:p:Gn =9q:Grn. 利用 p’' =p:h,heGn,g:p:he 
gq.Gm 门 Gi:p' 是 过 gq 的 、 关 于 9pp' 的 右 平行 线 和 过 p' 的 、 关 于 
0 的 左 平行 线 的 公共 把 gq 口 

我 们 想 再 补充 10.5.7.3 . 为 此 我 们 先 指出 : 

命题 10.5.8 设 Ell= EU(V) 是 定向 的 ， dim Ell = 3. 
选取 V 的 一 个 正 的 ON- 基 D. 于 是 群 Hi x Hi 在 EU 上 的 一 个 


作用 
+ =7p: (Hi x Hi)x Ell—; Ell 


定义 如 下 : 如 果 (gq,r) e Hi x Hi 及 p € Ell， 则 设 (gq,7;p) = 
Bp!(q$Bp(p)7). 这 里 Bp(p) 是 p 在 S(H) 中 的 坐标 ”由 元 素 


{(1, 1), (1, —1), (—1, 1), (—1, —1)} 


构成 的 同 构 于 Klein 四 元 群 ( 见 9.4.6) 的 子 群 作为 恒 等 元 作用 
着 . 
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证 明 : 由 8.4.7 得 出 ， 这 是 一 个 群 作 用 ， 即 
+(g, 7; 7(g',7';p)) = (gq,rr7';p) 及 7+(1,1;p) =2. 


这 是 因为 如 果 我 们 对 2 选取 齐 次 坐标 十 ze S(V) 中 的 一 个 ， 则 
Bp(z) = gq € Hi, 及 gq$p(z)r = r(g,7)(Bp(z)), 其 中 7T(g,7) € 
SO(H). 剩 下 只 需 注意 : Bp(--z) = -@p(z) 及 四 个 元 素 (g,"7)， 
(一 gq,7), (q, 一 7), (一 gq, -7) 以 相同 的 方式 作用 看 . 口 

定理 10.5.9 设 EUUV) 是 一 个 3 维 椭圆 空间 . 设 C 和 Cnw 
是 Hi 的 1- 参 数 群 . 按照 10.5.8, 通过 选取 V 中 的 一 组 ON- 基 ， 
在 EllU(V) 上 的 一 个 Gi x Gm = x S -作用 定义 为 


7: (G1 x Gm) x EU(V) —» EU(V). 


于 是 点 po 的 轨道 (GI, Gm;po) = ( 简 记 为 )G1: po: Gn 一 般 地 是 
一 个 局 部 - 欧 氏 环 面 ; 它 称 为 Clifford 曲面 .精确 地 说 : 按照 
10.5.3, 在 EU(V) 中 正好 和 存在 一 条 定 辣 直线 9, 它 不 仅 是 Gl 和 
Gn 的 左 轨道 也 是 右 轨 道 . 设 po #4 9U 9-, 则 d(po, 9)=a Ee 
(0,5)， 于 是 G1 po . Gm 包 含 相互 左 平行 和 右 平行 的 两 族 定向 


直线 ， 即 {Gi:po:h;h ee Gm} 和 {gpo: Ga;g € CGI 对 每 个 
p= 二 9:po:h, 过 p 的 两 条 定向 直线 G1:po:h 和 gpo: Gn 构成 了 
与 p 无 关 的 角度 2a € (0,7). 

如 果 p 和 gq 是 Gipo:Gn 中 的 后, 在 那儿 gq' 又 属于 过 p 的 由 两 
族 中 另 一 族 中 的 一 条 直线 ， 于 是 z 和 9 确定 了 一 个 在 10.5.7.3 
的 意义 下 的 平行 四 边 形 pp'qq', 它 的 边 属于 这 两 个 直线 族 . 

证 明 : 这 直接 地 得 目 轨 道 G1 po:GA 的 定义 及 10.5.7 的 证 
明 . 口 

注解 10.5.10 特别 当 10.5.9 中 的 点 po 与 两 条 直线 9 和 
G+ 具有 相同 的 距离 a = 了 时 ， 则 在 Gi.po- Gn 上 的 两 个 直线 


族 中 的 直线 是 正 交 地 相交 . 这 表明 , 局 部 地 看 上 去 轨道 如 同 欧 
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氏 平面 及 那样， 在 那儿 ， 两 个 平行 线 族 对 应 于 两 个 坐标 轴 . 

但 从 整体 上 看 ， 轨 道 与 及 有 本 质 上 的 区 别 ， 轨道 是 两 个 圆周 
的 乘积 SS x3 的 类 型 ， 于 是 是 环 面 类 型 .对 任意 一 个 a, 对 应 
是 成 立 的 ; 这 里 轨道 G1.po: Gn 局 部 地 看 上 去 如 同一 个 欧 氏 平 
面 , 在 其 中 , 选取 由 单位 向 量 所 组 成 的 基 , 相互 间 的 来 角 为 2a. 


10.6 球面 几何 和 三 角 学 


我 们 欲 导 入 椭圆 平面 中 的 三 角形 的 基本 公式 ， 它 类 似 于 
对 欧 氏 三 角形 的 公式 8.5.3 和 对 双 曲 三 角形 的 公式 10.2.17. 

然而 在 这 里 产生 了 下 列 难 点 : 

考虑 在 2 维 半球 面 HS(V,e) 上 的 满足 (zx,e) = (y,e) =6 > 0 
(z,y) 二 0 的 挟 xz, y. 于 是 


Tn 
z(t) = cost z+ sint v, -7<te< 


描述 了 在 半球 面 模 型 Elly .(V) = HS(V,e)U Ells(V) 上 的 一 条 


直线 . 选取 e,0<e< 7 点 z(-e) 和 z(3 +e) 属 于 HS(V,e). 因 


为 从 z(-e) 到 z(= +e) 的 最 短 连 接 的 一 个 参数 化 ， 具 有 项 点。 
z(-e),z(+e) 的 三 角形 的 三 条 边 在 一 起 构成 了 一 条 闭 曲线 ， 


它 可 变形 到 过 点 (了) = -z( 也 ) 及 。 的 椭圆 直线 上 ， 但 不 能 变 


形 至 一 操 . 因此 , 它 缺 少 了 像 欧 氏 三 角形 和 双 曲 三 角形 那样 的 
“内 部 . 

如 果 我 们 考虑 在 2 维 球面 上 的 三 角形 时 ,这 个 难 扣 不 会 碰 
到 . 于 是 我 们 首先 把 所 谓 球 面 几何 的 基本 概念 编排 在 一 起 ， 然 
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局 骨 资 沦 球面 三 角形 由 此 ， 作 为 本 书 的 结束 ， 我 们 再 处 理 椭 


是 V 的 k++1 维 的 子 空 加 

于 是 0 维 子 空间 是 一 对 对 径 点 {z, -zj. 这 与 以 S(V) 的 元 
系 作 为 点 是 有 区 别 的 . 

工 维 子 空间 ， 也 称 为 球面 百 线 ,是 在 S() 上 的 一 个 大 圆 . 
我 们 也 把 一 个 2 维 子 空间 称 为 球面 平面 . 

2. 球面 运动 群 Bew(Sph(V)) 定 义 为 群 O(V). SO(V) 定 义 
为 本 性 的 球面 运动 群 Bew (Sph(V)). 

定理 10.6.2 在 球面 空间 Sph(V) 上 


d(p, q) = cos™ ((p, 9)), 


定义 了 一 个 距离 . 这 里 cos 是 cos : [0,7] 一 [一 1,1j 的 逆 映 射 . 
这 个 距离 在 球面 运动 下 是 不 变 的 . 
三 角形 等 式 


d(p, q) + d(q, 7) = d(p, 7) 


仅 当 三 点 p, q, + 位 于 一 条 球面 直线 上 ,有 和 且 d(p,q)+d(q,7) < + 时 
成 立 . 

证 明 : 距离 在 O(V) 下 的 不 变性 是 显然 的 .对 距离 的 条 件 
即 为 三 角形 不 等 式 的 有 效 性 ， 但 这 并 非 是 显而易见 的 . 

如 在 10.3.5 的 证 明 中 那样 ， 我 们 用 z,，y，z 来 代替 pq, 7: 


z= sina zZ' 十 cosQa ?/， z= sinb z 十 cospD ?1/. 
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这 里 a = d(p,q), b = d(q,7), (z,Y) = (2,Y) = 0, 2', aeSTV)， 
由 此 有 


cos(d(p,7)) = (7x, 2) = sin asinb(7x',z) + cosacosb 


> cos(d(p,q) + d(gq, 7)). 


于 是 d(p,7) < dl(p, q) 十 d(gq, 7) < 7, 或 者 要 不 然 


d(p,7) < 7 < d(p,q) + d(q, 7). 


等 号 意味 着 z' = 一 zx', 于 是 p, q, 7 在 一 条 直线 上 . 当 d(p, gq) 十 
d(q,r) < z+ 时 ， 则 得 出 此 式 = d(p, "7). 0D 

注解 10.6.3 球面 空间 Sph(V) 与 椭圆 空间 Ell(V) 有 紧 
密 的 联系 ， 人 们 能 从 球面 模型 Ells(V) 最 简单 地 看 出 这 一 点 . 
每 一 个 ze Sph(V) 确 定 了 元 素 {zx, 一 x} € Ells(V). 如 此 定义 的 
映射 


$ :Sph(V) — Ells(V); rT { 一 Z;,Z} 
是 满 射 ， 点 {z, 一 2} € Ells(V) 在 9 下 的 原 象 由 两 点 组 成 , 即 z 和 


我 们 对 Sph(V) 的 几何 学 不 想 作 进一步 的 讨论 我 们 仅 需 
注意 : 对 dim Sph(V) = 2, 于 是 对 球面 平面 ， 两 条 不 同 的 直线 
总 是 相交 于 两 点 (但 它们 是 在 一 个 唯一 的 0 维 子 空间 之 中 ). 

现在 我 们 来 看 球面 三 角 学 . 

定义 10.6.4 考虑 一 个 球面 平面 Sph(V), 因而 是 3 维 欧 
氏 辣 量 空 间 V 中 的 单位 球面 S(V). 

1. 所 谓 在 Sph(V) 中 的 一 个 三 角形 abc 是 指 三 个 点 a, b,c， 
它们 不 属于 一 条 球面 直线 . 换言之 ，a, b,c 在 V 中 是 线性 无 关 
的 . 称 o, b, c 为 abc 的 顶点 . 

2. 三 角形 abc 的 边 4 是 由 满足 d(b,p) 十 d(p， 0) = =d(b,c)<” 
的 点 2 所 构成 . 按照 10.6.2, 4 属于 通过 b 和 c 的 球面 直线 9ue. 
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相应 地 可 定义 边 Bc 9 和 CC 9o。. 边 4 的 长 度 |4| 是 
其 端点 的 距离 d(b,c). 同样 有 |B| = d(c,a), |C| = d(a,6b). 

3. 三 角形 apc 在 点 4 处 的 者 wa 定义 为 ZL(zobzac). 这 里 wop， 
zac 是 定 同 直 线 96。 和 96 在 点 a 处 的 正 的 切 同 量 . 对 此 类 似 的 
定义 可 参看 10.2.16.3. 相应 地 可 定义 在 5 处 的 角 B 和 在 c 处 的 
角 7 

与 8.5.3 和 10.2.17 相对 照 ， 现 在 有 

引 理 10.6.5 现 设 abc 是 球面 平面 ElU(V) 中 的 一 个 三 
形 . 

1. cos |C| = cos|4| cos | 如 | + sin |4| sin | 已 | cos 7 

(球面 余弦 定理 ) 
2. 当 abc 在 < 处 是 直角 时 ， 则 7 = =， 于 是 


cos |C| = cos |4| cos | 已 (球面 的 勾 股 定理 ) 
tan|A| = tan |C | cos 6; tan |B| = tan|C| cosa 


sin |4| = sin|C| sin a:; sin |B| = sin |C'| sin 0. 


3. sina : sinB :siny = sin|A|: sin|B|: sin|Cl|. 
(球面 正弦 定理 ) 
证 明 : 对 1.: 在 [a,c] 和 [b,c] 中 适当 地 分 别 选 用 a’, 六 es S(V)， 
使 得 (a',c) = (b',c) = 0, 于 是 成 立 : 


a = sin |Bla’ + cos |Ble; b = sin|Alb'’ + cos|Alc. 


因为 (a',5') = cosY, cos|C| = (a,b), 两 个 等 式 相 习 训 得 出 了 绽 
论 . 

对 2.: 第 一 个 等 式 得 上 自 1. 

利用 cos|4| = cos|Blcos|C| 十 sin|1B|sin|C|cosa, 在 应 用 勾 
股 定理 后 ， 我 们 发 现 
cos |4| sin“ |B| tan|B| 
sin|Bl|sin|C| tanlC| 


LOS CQ 二 
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，2 1 — cos?IC|—sin’ |Blcos?|A| sin’|Al 
SIN QO 二 . 
sin” |C | sin” |C | 


对 3.: 设 几 是 c 在 直线 9 上 的 垂 足 点 colL. 和 5cl. 是 在 
.处 有 夹 角 > 的 三 角形 . 利用 2., 有 


sin |B| sin Qa = sin dl(le, c) = sin |A| sin Bb. 


国 


注解 10.6.6 ”类 似 于 我 们 在 10.2.18 中 对 双 曲 三 角形 所 
指出 的 那样 ， 从 球面 三 角形 的 前 述 公 式 中 ， 人 们 相互 比较 其 


Taylor 级 数 的 第 一 个 非常 数 的 项 ， 就 可 导出 对 欧 氏 三 角形 的 
公式 8.5.3. 


例如 ， 我 们 用 
2 
cos|C| =1— + , 
2 
cos|A|=1- + , 
2 
cos|B|=1— + , 
sin|A| 三 |4| 一 ……， 
sin |B| = |B| —…， 


就 可 得 到 10.6.5.1 中 的 欧 氏 余弦 定理 . 这 意味 着 ,每 当 三 角形 
变 得 更 小 时 , 球面 三 角形 的 几何 学 就 越 来 越 接近 于 欧 氏 三 角形 
的 几何 学 . 

定义 10.6.7 ” 设 abc 是 一 个 球面 三 角形 . 与 其 相配 极 的 
三 角形 a'b'c' 可 用 


(a sb)=(a,c)=0; (wa)y>0 


(b c=(b a=0  (b,b)>0 
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(c',a) = (c',b) = 0; (c,c)>0 


来 定义 . 

汪 : a', b,c 是 线性 无 关 的 . 这 是 因为 如 果 c e [oa Oo， 则 
(cc ) =0, 于 是 o bc 上 c 而 这 是 不 可 能 的 . 

合 题 10.6.8 设 a"b'"c' 是 与 abc 相配 极 的 三 角形 a'b'c 的 
配 极 三 角形 ， 于 是 a”=a, b=b, c=c. 

证 明 : 由 a”Llb ci 以 及 allb,d| 可 以 得 出 ar = +a。， 因 为 
(aa = (a,a > 0, 所 以 得 出 a = a. 口 
命题 10.6.9 在 一 个 三 角形 abc 及 其 配 极 三 角形 a'b'c' 的 
边 长 |4], | 如 ,IC |41, 184 IC'| 及 夹 角 a, 6B, YY, ,PB', 之 间 
仔 在 着 关系 式 : 


:. Qa 是 关于 直线 96。， 
Gg 的 单位 向 量 zab) Xac 之 间 的 角度 .zob, Zac, ce [a]. 
rw € [a,b], 于 是 (zu cy = 0， 同 样 (zowb) = 0，(b,b > 0 和 
(Zac,;b') = 二 0 缠 含 (zo6,b0") > 0. 同样 (zoc,c) > 0. 于 是 


A(Tab, Tac) + Lb',c)=a+|A|=7. 


借助 于 配 极 三 角形 的 边 长 ， 正好 成 立 : 


Tr<a+B+y=37— (Al+|B'|+|C|) < 37. 
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当 |4|+|B+ICI 很 小 时 ，0 < (e+B8+7)- 关 也 很 小 . 当 0 < 
27 一 (|A| 十 |BI 十 1C|) 很 小 时 ， 0 < 37 一 (a+B+7) 也 很 小 . 
证 明 : 三 角形 a'b'c' 的 周 长 4'+B'+C' 总 是 小 于 27. 为 了 看 
出 这 一 点 ， 注 意 ，a'b'c' 整个 地 位 于 一 个 适当 选取 的 半球 面 的 
内 部 . 三 角形 关于 半球 面 中 心 的 径 同 变形 至 其 边界 增 大 了 它 的 
周 长 ， 并 给 出 了 一 条 长 为 2r 心 的 曲线 . 当 三 角形 abc 的 顶点 a， 
b,c 接近 一 点 o 时 ， 则 由 配 极 三 角形 的 三 边 4', B', C' 所 构成 的 
闭 由 线 就 接近 于 大 图 S(V)nlo] ， 于 是 0 < 2x 一 (|4|+|B'|+|C")) 
口 


.6. 设 EU = ELL(V) 是 一 个 椭圆 平面 . 
1. 所谓 EU 中 的 一 个 三 角形 abc 是 指 三 个 点 o， pb，c, 它们 
不 属于 一 条 直线 ， 而 且 有 dk(a, 包 ，d(bc)，d(c,a) < 7 即 三 点 a， 


b,c, 也 称 为 abc 的 了 项 点， 正好 具有 一 条 长 度 等 于 距离 的 连接 线 
段 . 

2. 三 角形 abc 的 边 4 是 由 满足 d(b,p) 十 d(p,c) = d(b,c) 的 点 
p 所 组 成 . 于 是 4C 9ww. 边 B 和 C 可 相应 地 定义 .- 

4 的 长 度 |4| 是 4 的 端点 间 的 距离 d(b,c), |B| 和 |C| 可 相应 
地 定义 . 

3. 定义 在 a 处 的 角 a 为 (zab, Tac), 这 里 as,zac 是 定 问 直 
线 9o。，G9ac 在 点 a 处 的 正 的 切 同 量 . 可 相应 地 定义 在 b 处 的 角 
8 和 在 c 处 的 角 . 

引 理 10.6.12 ” 设 abc 是 椭圆 平面 E11 = EU(V) 中 的 一 个 
三 角形 . 

1. 当 abc 连 同 它 的 边 4, B, C 完全 属于 半球 面 的 模型 


Ellys(V,c) = HS(V, c) U Ells(V.) 


的 半球 面 太 S(V,c) 时 ， 10.6.5 中 的 公式 1., 2.,'3. 是 成 立 的 . 
2. 如果 1. 不 成 立 ， 则 边 C 与 半球 面 HS(V,c) 的 边界 
Ells(V)={c}+ 相交 .在 这 种 情形 下 ， 如 果 人 们 把 它们 中 的 |OC 
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换 成 一 |Cl a, 6 分 别 换 成 "一 a, 7 一 8B, 则 10.6.5 中 的 公式 1.， 
2.，3. 成 立 . 

证明: 1. 是 显然 的 . 对 2. 的 证 明 ， 我们 注意 : 椭圆 三 角形 
abc 确 定 了 一 个 具有 同样 项 点 a, b,c 的 一 个 球 加 三 角形 ， 但 在 
其 中 边 C 用 长 为 + 一 |C| 的 边 9oc\C 来 代 若 , 角 a, 8 用 角 关 一 wa， 
T 一 5 来 代替 . 口 


习题 


1. 试 分 类 椭圆 平面 中 满足 距离 d(pl,pz?) = d(p2,p3) = 
d(p1,p3) 的 挟 {pi1, Pp2,P3} 的 集合 . 是 否 和 存在 点 pl1, 20201324， 使 
得 对 所 有 的 ? < 了 满足 dpi,pi) = 常数 ? 

2. 对 双 曲 平面 中 具有 三 个 直角 的 一 个 四 边 形 ， 并 设 c, p 
是 连接 直角 的 边 的 边 长 ， 试 确定 出 第 四 个 角 . 

3. 具有 相同 角度 的 两 个 球面 三 角形 是 合同 的 . 

4. 对 椭圆 空间 Ell 中 的 两 条 直线 91，92, 描述 集合 


{p € Ell; d(p, 91) = d(p, 92)}. 


5. 对 怎 梓 的? > 3, 存在 双 曲 平面 中 的 一 个 n 边 形 ， 使 得 
其 所 有 的 边 长 相等 ， 而 且 所 有 的 角 均 有 值 一 了 


6. 对 2- 球面 52 和 椭圆 平面 ， 研 究 保 角 双 射 群 (可 参见 
等 距 群 的 情形 ). 
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最 后 的 注意 : 非 欧 几何 学 是 由 Gauss，W. Bolay 和 Lo- 
batschewski 构 想 于 前 一 世纪 的 初期 . 在 本 书 中 我 们 只 能 包含 
其 基础 知识 和 在 随后 所 发 现 的 结果 中 挑选 一 些 有 限 的 内 容 . 在 
下 列 的 文献 提示 中 读者 可 找到 继续 深入 的 书籍 . 我 们 在 文献 提 
示 中 己 从 大 量 内 容 丰 富 的 材料 中 茶 取 了 精 要 , 因此 这 应 该 会 对 
读者 有 所 帮助 的 . 


文献 提示 


在 第 1 至 5 章 中 所 处 理 的 内 容 能 在 每 一 本 线性 代数 的 教科 


书 中 或 多 或 少 地 找到 .我 在 这 里 仅仅 提 及 :Bourbaki |5aj， 
Fisher [8al, Greub, Klingenberg-Klein, Kowalski, Oel- 


J]Jeklaus - Remmert. 对 5.4 中 Jordan 标准 形 的 导入 ， 也 可 参 
见 Weyl. 

对 于 在 第 6 章 中 所 处 理 的 具有 数量 积 或 范 数 的 同 量 空间 
一 一 特别 是 对 6.2 至 6.4, 也 可 参见 Bourbaki [5bj，Dieu- 
donné |7a| 和 Wloka. 


Berger 给 出 了 关于 在 第 ?7 章 人 至 第 10 章 中 所 处 理 的 经 典 
几何 学 的 一 个 高 观点 的 极 好 表述 ， 在 其 它 的 文献 中 ， 可 参见 
Blaschke [4al, |4b| 的 书 ， 也 有 Kuiper 和 了 Pickert 的 书 ， 也 推 
荐 Fischer [8b|. 

Artm 和 Baer 的 书 具 有 更 代数 化 的 倾 同 及 进一步 深入 . 
Dieu- donné [7b] 与 我 们 的 表述 多 次 相合 ; 对 四 元 数 (8.4) 也 
可 参见 Blaschke |4c|. 对 几何 基础 ， 特 别 是 对 9.3， 可 参见 
Klingenberg [11b| 和 Lingenberg. 对 第 10 章 ， 可 参见 Cox- 
eter, Klen 和 Lenz. 在 Klingenberg |11a| 中 我 给 出 了 一 个 


概述 ， 并 附 有 许多 文献 提示 . 
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-, 从 4 到 BB 的 射影 186 -, 自 伴 算 子 161 
射影 ( 子 ) 空间 284 

射影 变换 286 I 
射影 变换 群 Pro( 了 PP) 286 

射影 扩张 态 射 7 


-, 仿 射 ( 子 -) 空间 的 射影 扩张 292 特 人 征 多 项 式 95 
-, 域 的 射影 扩张 刀 = 306 
射影 平面 ， 一 般 射 影 平 面 299 
射影 映射 286 


射影 直射 变换 297 

射影 坐标 287 

生成 系 28 

-, 有 限 生 成 系 33 

生成 子 空间 182 

收敛 序列 142 图 ， (用 基 确 定 的 ) 图 35 

收敛 序列 的 极限 142 -, 球面 图 365 
平移 178 
梢 图 260 
椭圆 ( 子 ) 空间 358 
椭圆 运动 358 
椭圆 坐标 270 
拓扑 等 价 范 数 142 

W 

完全 四 边 形 314 


完全 四 边 形 的 对 边 314 线性 算 子 157 
完全 四 边 形 的 对 边 三 角形 314 线性 微分 方程 组 的 解 115 


维 数 线性 无 关 ， 线 性 相关 29 
-, 仿 射 ( 子 ) 空间 的 维 数 182 线性 形式 44 
-, 球面 ( 子 ) 空间 的 维 数 380 线性 映射 24 
-, 射影 ( 子 ) 空间 的 维 数 284 -, 酉 线性 映射 161 
-, 双 曲 ( 子 ) 空间 的 维 数 335 -, 正规 线性 映射 161 
-, 椭圆 ( 子 ) 空 间 的 维 数 358 -， 目 伴 线性 映射 161 
-, 丫 量 空间 的 维 数 35 线性 映射 的 空间 43 
维 数 公式 线性 映射 的 扩张 31 
-, 仿 射 空间 的 维 数 公 式 183 线性 映射 的 坐标 表示 57 
-, 射影 空间 的 维 数 公 式 285 相似 286, 289 
-, 回 量 空间 的 维 数 公 式 37 
-, 和子 空间 的 维 数 公式 38 间 ， 及 - 同 量 空间 21 
位 置 癌 量 179 空间 139 
无 穷 远 扩 空间 131 
-, 仿 射 空间 中 的 无 穷 远 上 后 289 间 131 
-, 双 曲 空间 中 的 无 穷 远 点 335 
im f 8 
入 序列 的 12. Hilbert 空间 149 
线性 包 27 Y 
线性 方程 组 70, 72 
-， 相应 的 齐 次 线性 方程 组 72 严格 凸 143 
-, 齐 次 线性 方程 组 72 一 般 线性 群 GL(n, K) 61 
线性 方程 组 的 解 70 一 般 线性 群 GL(V) 26 
-, 线性 方程 组 的 特 解 73 一 次 可 微 函 数 的 集合 D(1; R) 51 
-, 线性 方程 组 的 通 解 73 一 点 关于 一 个 球面 的 势 344 
线性 纲 数 192 映射 1 : 
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-, (本 性 ) 双 曲 运动 335 
-, (本 性 ) 椭圆 运动 358 
3 本 性 运动 218 


-, 转 置 映射 50 -, 特殊 正 交 群 165 
-, 月 伴 映 射 161 -, 正 交 子 空间 中 的 癌 量 132 


由 和 矩阵 和 A 确定 的 线性 上 映射 f4 55 下 交 子 空间 132, 136, 222, 318 


“9 息 阵 的 秩 603 


置换 5 

-, 偶 置 换 ， 奇 置换 78 
置换 的 符号 78 

置换 引 理 33 

-，(v. Steinitz) 置换 定理 33 
重量 180 

重心 180 

重心 计算 180 

主 项 点 和 次 顶 点 260 


9 不 变 子 群 13 
子 群 判 据 6 


最 佳 逮 近 151 
最 小 生成 系 29 

左 平 黎 ， 左 轨道 6, 373 
坐标 35, 194 

-, 齐 次 坐标 287 

坐标 变换 58 
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